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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Logik

Eine mathematische Aussage A ist entweder wahr oder falsch. Durch Negation — erhalten wir —A
aus einer wahren Aussage eine falsche und andersherum.

Beispiel 1.1.1 (NEGATION)
Sei A die Aussage: ,,FEs hat geregnet”, dann ist = A die Aussage: ,,Es hat nicht geregnet”.
Sei A die Aussage 3 + 2 = 5, dann ist = A die Aussage: 3 + 2 # 5.

Damit wir Aussagen nicht nur metamathematisch formulieren miissen fithren wir eine Formelsprache
ein. Es gibt die logischen Symbole A ,und”, V ,(inklusives) oder”, = impliziert”, <= ,genau dann
wenn” oder auch ,dquivalent zu”.

Definition 1.1.2 (LOGISCHE SYMBOLE)

Eine Aussage A A B ist genau dann wahr, wenn A und B wahr sind.

Eine Aussage AV B ist genau dann wahr, wenn A, B, oder beide wahr sind.

Eine Implikation A = B ist genau dann wahr, wenn A falsch oder B wahr ist und kann
dargestellt werden als (—A)V B. Die Aquivalenz A <= B ist genau dann wahr, wenn A und B
den gleichen Wahrheitsgehalt haben und kann dargestellt werden als (A = B) A (B = A).

Beispiel 1.1.3 (EXKLUSIVES ODER)
Mit diesen Symbolen kénnen wir jetzt kompliziertere Aussagen basteln. Zum Beispiel die Aussage
(AV B) A=(A A B). Dies ist das ,exklusive oder”, resp. ,entweder A oder B”.

Beispiel 1.1.4 (KONTRAPOSITION)
Haben wir eine Implikation A = B, so nennen wir die dquivalente Aussage -B =— -A die
Kontraposition.

Definition 1.1.5 (QUANTOREN)

Sei A(z) eine Aussage, die von = abhéngt. Dann heisst Vz : A(x), mit dem Allquantor V, dass
A fiir alle z erfiillt ist, also immer wahr ist, egal welches  man einsetzt. Die Aussage Jx : A(x),
mit dem Existenzquantor 3, bedeutet, dass ein z existiert, fiir das die Aussage A(z) wahr wird.
Im Allgemeinen kann es auch mehrere x geben, schreiben wir aber 3!, so darf es nur genau ein
x geben.

Beispiel 1.1.6 (QUANTOREN)

Wir betrachten die Aussage: Vo € RT Jy € R : y?> = z. Wortlich bedeutet sie, dass fiir alle positiven
reellen Zahlen z existiert eine reelle Zahl y, sodass y> = z. Also hat jede positive reelle Zahl eine
Quadratwurzel. Diese Aussage ist wahr.
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Bemerkung 1.1.7 (QUANTOREN LASSEN SICH NICHT VERTAUSCHEN)

Achtung: im Allgemeinen konnen wir Quantoren nicht vertauschen. Die Aussage Jy € R Vo € R™ :
y? = x ist nicht dieselbe! Sie bedeutet, dass eine reelle Zahl y existiert, die die Quadratwurzel von allen
positiven reellen Zahlen x ist. Das stimmt natiirlich nicht.

Satz 1.1.8 (NEGATION VON QUANTOREN)
Ein Allquantor wird zum Existenzquantor und ein Existenzquantor zum Allquantor. Die auf den
Quantor folgende Aussage wird negiert.

—Vz: A(z) < Jz:-Ax)

-3z : A(z) < Vz:-A(x)

Beispiel 1.1.9 (NEGATION UND (QUANTOREN)
Wir negieren die vorherige Aussage Vo € RT Jy e R : 32 = z.

Lésung: Rein nach der genannten Regel sollte es sein: 3z € RT Vy € R : y? # 2. Das ergibt auch
intuitiv Sinn, denn diese Aussage ist nun: Es existiert eine positive reelle Zahl, sodass fiir alle reellen
Zahlen y die Gleichung y? = x niemals erfiillt ist. Damit existiert eine positive reelle Zahl z, die keine
Quadratwurzel hat. Das ist genau die Negation der Aussage.

Beispiel 1.1.10 (AUSSAGEN IN QUANTOREN SCHREIBEN)
Wir mochten die Aussage:

Fiir jede reelle Zahl existiert eine natiirliche Zahl, die grosser als sie ist.

Losung: Diese Aussage libersetzen wir in Quantoren. Es gilt

Vee RIN e N:x < N.

1.2 Vollstandige Induktion

Die vollstindige Induktion ist ein Beweisprinzip, bei dem eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen
gezeigt wird. Zum Beispiel lasst sich zeigen, dass

n

1
Zk_1+2+---+n—n(n;) fiir alle n € N.
k=1

Bei der vollstdndigen Induktion wird ein solcher Beweis in zwei Schritten durchgefiihrt.

e Induktionsverankerung: Die Aussage ist fiir n = 0 wahr.

e Induktionsschritt: Wenn die Aussage fiir n = k wahr ist, dann ist sie auch fiir k£ + 1 wahr.

Aus diesen beiden Aussagen folgt nun nach dem Induktionsprinzip, dass die Aussage fiir alle n € N
wahr ist.

Wir wissen, dass die Aussage fiir n = 0 gilt (Induktionsverankerung). Weil wir den Induktionsschritt
bewiesen haben, wissen wir nun, dass die Aussage auch fiir n = 1 wahr ist. Das kénnen wir jetzt
beliebig fortfithren und so folgt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen. Es sei zur Vollstdndigkeit auch
gesagt, dass als Induktionsverankerung nicht immer n = 0 gewéhlt werden muss. Es kann jede beliebige
Zahl gewidhlt werden, ab der man die Aussage zeigen will. Soll die Aussage nur fiir alle n > 2 gelten,
so kann man den n = 2 als den Induktionsanfang wahlen.
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Beispiel 1.2.1 (SUMME DER NATURLICHEN ZAHLEN)
Wir beweisen mittels vollstdndiger Induktion:

n(n+1)

5 fiir alle n € N.

n
Zk:1+2+...+n:
k=1

Beweis. Wir wiahlen n = 0 als unsere Induktionsverankerung. Fir n = 0 gilt

0-(0+1)

2
Nun zeigen wir den Induktionsschritt. Sei die Aussage wahr fiir n = k (Induktionsannahme). Es gelte
also explizit,

0= =0.

k(k+1

1+2+---+k:7( +1)

Betrachten wir also die Summe 1+ 2+ -+ k + (k+ 1) so konnen wir durch die Induktionsannahme
die Summe schreiben als

k(k + 1)

o+ (b 1).

1+2+--+k+(k+1)=
N—

_ k(k+1)
—blkt1)
Nun konnen wir diesen Ausdruck weiter umformen

Kk +1) gy = Kb+ D42k +1) (b D(k+2)

2 2 2
Das entspricht genau der zu beweisenden Aussage fiir n = k 4+ 1. Aus der Annahme, dass die Aussage
gilt fiir n = k folgt, dass die Aussage auch gilt fiir k+ 1. Damit ist der Induktionsschritt bewiesen. Aus
Induktionsverankerung und Induktionschritt folgt nach vollsténiger Induktion nun, dass die Aussage
fiir alle n € N gilt. O

Beispiel 1.2.2 (TEILBARKEIT MITTELS INDUKTION)
Wir beweisen mittels vollstdndiger Induktion die Aussage:

n? + n ist gerade fiir alle n € N,n > 1.

Beweis. Wir wahlen n = 1 als unsere Induktionsverankerung. Fir n = 1 gilt

124+1=2,

und 2 ist eine gerade Zahl.
Nun zeigen wir den Induktionsschritt. Sei die Aussage wahr fiir n = k (Induktionsannahme). Es gelte
also explizit,

k% + k ist gerade.

Betrachten wir den Ausdruck fiir n = k + 1:
k+12+(k+1) =k +2k+1+k+1=(k*+k)+2k+2.
——

gerade

Nach der Induktionsannahme ist k* 4+ k gerade, also lisst es sich als 2m fiir ein m € N schreiben. Damit
erhalten wir:

(K> +k)+2k+2=2m+2k+2=2(m+k+1).
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Dies ist offensichtlich durch 2 teilbar und somit gerade. Damit ist der Induktionsschritt bewiesen. Aus
Induktionsverankerung und Induktionschritt folgt nach vollstédndiger Induktion, dass die Aussage fiir
allen € Nyn > 1 gilt. O

1.3 Teilmengen der reellen Zahlen

Definition 1.3.1 (INTERVALL)
Wir definieren das abgeschlossene Intervall [a, b] als

[a,b] = {z € Rla <z < b}

das offene Intervall (a,b) als
(a,b) ={z € Rl a <z < b}

Es gibt auch Intervalle, die weder offen noch abgeschlossen sind. Man sagt manchmal sie seien
shalb-offen”. Ein Beispiel ist [0, 1).

Beispiel 1.3.2 (OFFENE INTERVALLE)

(—2,1)  (0,1) (_100, ;) (—1,0]U[0,1)

Beispiel 1.3.3 (ABGESCHLOSSENE INTERVALLE)

0,1  [-1.1] [—4, i] —1,1) U {1}

Bemerkung 1.3.4 (ANDERE TEILMENGEN)
Es gibt auch Teilmengen der reellen Zahlen, die keine Intervalle sind. Zum Beispiel:

(-L,0]U(L,2)  NZ2z%QQ"... {n’|neN}

Definition 1.3.5 (BESCHRANKTE MENGE, MAXIMUM, MINIMUM)
Sei X C R eine Teilmenge der reellen Zahlen.

e X ist von oben beschrinkt, falls eine reelle Zahl s € R existiert, sodass x < s fiir alle
x € X. Eine jede solche Zahl s wird eine obere Schranke von X genannt. Eine obere
Schranke, die selbst in X enthalten ist, wird Maximum genannt.

s = max(X)

e Von unten beschrankt, untere Schranke und Minimum sind vo6llig analog definiert.

e X C R ist beschrankt, wenn es von oben und unten beschrénkt ist.

Beispiel 1.3.6 (MAXIMUM UND MINIMUM)
Wir betrachten das abgeschlossene Intervall I = [0, 2].

Losung: Dieses Intervall ist beschrankt und es hat ein Maximum und ein Minimum. Es gilt
max(]) =2 min(/) = 0.

Bemerkung 1.3.7
Falls fiir eine Menge ein Maximum (oder Minimum) existiert, dann ist dieses eindeutig! Es gibt in jeder
Menge (falls es existiert) nur ein grosstes/kleinstes Element.
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Beispiel 1.3.8 (MENGE OHNE MAXIMUM/MINIMUM )
Wir untersuchen die Menge (—1,0] U (1,2) aus dem vorherigen Beispiel auf ein Maximum und
Minimum.

Losung: Die Menge (—1,0] U (1,2) ist nach oben und unten beschrdnkt. Obere Schranken sind zum
Beispiel 2,3 oder 100 und untere Schranken zum Beispiel —50, —3 und —1. Es gibt in diesem Beispiel
jedoch weder eine obere noch eine untere Schranke, die in der Menge enthalten sind. Die Menge hat
damit weder ein Maximum noch ein Minimum.

Beispiel 1.3.9 (UNBESCHRANKTE TEILMENGEN)
Die Menge der Natiirlichen Zahlen N ist nach oben unbeschrankt, denn es gibt keine grosste Natiirliche
Zahl. Gleichzeitig hat diese Menge aber ein Minimum, und zwar die 0.

Definition 1.3.10 (SUPREMUM UND INFIMUM)

Sei X C R eine Teilmenge und sei A := {a € R| z < a Vz € X} die Menge aller oberen Schranken
von X. Wenn ein Minimum s = min(A) existiert, dann nennen wir es Supremum von X und
schreiben

s = sup(X).

Analog konnen wir die unteren Schranken einer Menge X betrachten B := {b € R| z > b Vzx €
X}. Ein Maximum ¢ = max(B) in dieser Menge B nennen wir Infimum von B und schreiben

i = inf(X).

Bemerkung 1.3.11 (BESCHRANKTE TEILMENGEN)

Das Supremum ist fiir eine von oben beschrankte Teilmenge immer wohldefiniert, da die Teilmenge der
oberen Schranken nicht leer und nach unten abgeschlossen ist. Analoges gilt fiir nach unten beschriankte
Teilmengen und ihr Infimum.

Bemerkung 1.3.12 (MAXIMUM UND SUPREMUM RESP. MINIMUM UND INFIMUM)
Falls das Maximum /Minimum in einer Teilmenge X existiert, dann stimmen Maximum/Minimum und
Supremum /Infimum immer {iberein.

Beispiel 1.3.13 (SUPREMUM UND INFIMUM)
Wir betrachten erneut die Teilmenge X = (—1,0] U (1,2) aus Beispiel und untersuchen auf
Maximum/Minimum resp. /Supremum/Infimum.

Losung: Wir haben gesehen, dass diese Menge beschrankt ist, aber kein Maximum und Minimum
existiert. Weil die Menge beschrankt ist existieren aber das Supremum und Infimum. Also eine kleinste
obere Schranke und eine grosste untere Schranke. Das sind jeweils —1 und 2. Es gilt

sup(X) =2 inf(X) = —1.

Beispiel 1.3.14 (SUPREMUM /INFIMUM UNENDLICHER MENGEN)
Wir suchen das Infimum und Supremum der Menge

2
—_— N;.
{1—i—n|ne }

Losung: Wir schreiben die ersten paar Terme auf, um ein ,Gefiihl” fiir die Menge zu erhalten. Beachte,
dass diese Menge kein Intervall ist, sondern eine unendliche Punktmenge.

LMGN _ 2222222 _Jp,21212
1+n 12’34’5677 17737253 7
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Wir sehen, dass die Menge nach unten beschréinkt ist, denn der Ausdruck 1_%” ist fiir alle natiirlichen
Zahlen immer positiv. Gleichzeitig ist der Ausdruck nach oben beschrankt, da fiir den kleinsten mog-
lichen Nenner, also n = 0, der Ausdruck den Wert % = 2 annimmt. Wir haben damit also direkt ein
Maximum gefunden, denn 2 ist eine obere Schranke, die in der Menge enthalten ist. Weil ein Maximum

existiert ist dieses auch direkt das Supremum.

Das Infimum finden wir, indem wir iiberlegen, wie klein der Bruch maximal werden kann. Wenn wir
unser n € N beliebig gross werden lassen, kann der Bruch Hin beliebig klein (also beliebig nahe Null)
werden. Damit ist rein intuitiv gesprochen 0 das Infimum.

Definition 1.3.15 (KOMPAKTE INTERVALLE)
Ein abgeschlossenes und beschranktes Intervall nennen wir kompakt.

Beispiel 1.3.16 (KOMPAKTE INTERVALLE)
Die Intervalle [0, 1], [-100,20] und {2} sind kompakt, aber [0,1), (—1,1), (1,00) und (—oc, 0) nicht.

Fiir mehr Details siehe [A]]
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Komplexe Zahlen

Der Vorteil der komplexen Zahlen im Vergleich zu den reellen Zahlen ist ihre algebraische Abgeschlos-
senheit. Man sagt C ist ein algebraisch abgeschlossener Korper, das heisst alle Polynome vom Grad
n haben auch n (nicht zwingend verschiedene) Nullstellen. Das ist der Fundamentalsatz der Algebra.
In R gilt das natiirlich nicht, denn das Polynom x? + 1 hat keine reellen Nullstellen, aber eben zwei
komplexe!

2.1 Definition und die Gausssche Zahlenebene

Definition 2.1.1 (KOMPLEXE ZAHLEN)
Wir definieren die komplexen Zahlen C als die Menge

C={zx+iy|z,y € Rundi’ = —1}.

Eine komplexe Zahl ist ein Element dieser Menge.

imaginére Achse

Wir kénnen C mit dem R? identifizieren, wobei die
zweite Achse durch vielfache von der imaginiren :
Einheit ¢ gegeben sind. Diese entstehende Ebene |
nennt man Gausssche Zahlenebene. Komplexe
Zahlen sind dann Punkte in dieser Ebene resp. eine '
Linearkombination von einem Vielfachen der reellen
1 und der imaginéren Einheit ¢. Eine komplexe Zahl L
z der Form z = x + iy nennen wir Normalform 0 P reelle Achse
oder kartesische Form.

iyp--------- sz=x+iy=(2,y)

10
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2.1.1 Rechnen mit komplexen Zahlen

Definition 2.1.2 (REAL- UND IMAGINARTEIL, KONJUGATION, BETRAG)
Sei z € C gegeben als z = x 4 i1y. Wir definieren den Realteil

Re(z) =z

und den Imaginarteil
Im(z) = y.

Ausserdem definieren wir das komplex Konjugierte z als
Z=x—1y,

und den Betrag |z| durch

|2 = V2z = /22 + 32

In der Gaussschen Zahlenebene ist eine komplexe Zahl z also durch den Punkt (Re(z),Im(2)) gegeben,
resp. durch einen Pfeil vom Ursprung zum Punkt (Re(z), Im(z)). Die Lange dieses Pfeils entspricht |z|.

Beispiel 2.1.3 (BETRAG BERECHNEN)
Berechnen Sie den Betrag von Berechnen Sie das Produkt von z = 2 + 3¢ und w = 3 + 6i. .

Losung: Wir berechnen:

2| = V22 +32 = V13 |w| = /32 + 62 = /45,

Addition in dieser Zahlenebene funktioniert wie die gewdhnliche ,Vektoraddition” im R?. Man stellt sich
v,w € C als Pfeile vom Ursprung vor und legt beide Pfeile durch Parallelverschiebung aneinandner.
Der resultierende Pfeil ist die Summe. Algebraisch sieht es wiefolgt aus: Seien v = a+ib und w = c+1id,
dann berechnet sich die Summe durch

v+w=a+ib+c+id=(a+c)+i(b+d).

Man addiert also Real- und Imaginérteil separat. Die Subtraktion folgt vollig analog.

Beispiel 2.1.4
Berechnen Sie die Summe von z = 2 + 37 und w = 3 + 6s.

Losung: Wir berechnen:
z+w=2+3)+B3+6)i=5+9¢

Die Multiplikation und Division zweier komplexer Zahlen lassen sich dhnlich herleiten. Wir betrachten
wieder v,w € C. Es folgt:

v-w = (a+ib) - (c+id) = ac+ iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + be),

wobei wir i> = —1 genutzt haben. Wie sich die Multiplikation graphisch verstehen lisst schauen wir

uns in einem spéteren Abschnitt an (siehe [2.2)).

Beispiel 2.1.5
Berechnen Sie das Produkt von 2z = 2 4+ 37 und w = 3 + 64.

11
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Losung: Wir berechnen:
z-w=(24+3i)-(3+6i) =6+ 9+ 12i — 18 = —12 + 213.

Alternativ kann man auch direkt in die hergeleitete Formel einsetzen. Dafiir muss diese aber immer
verfiighar, oder gemerkt werden.

Fiir die Division zweier komplexer Zahlen v = a + b und w = ¢ + id gilt:

v a+ib a+ib c—id (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd . bc—ad

w  c4id c+id c—id c2 + d? 2442 Z024—d2

Beispiel 2.1.6
Dividieren Sie z = 2 4+ 37 durch w = 3 + 61.

Losung: Wir kénnen wieder entweder explizit berechnen durch erweitern des Bruchs mit @ oder wir
setzen direkt in die Formel ein.
6+18 9—-12 8 1

z .
w45 5 T 15 1

Satz 2.1.7 (EIGENSCHAFTEN KOMPLEXER ZAHLEN)
Es gelten folgende Eigenschaften fiir komplexe Zahlen.

_ zt+z

Bemerkung 2.1.8 (UBUNG)
Eine sehr gute Ubung fiir den Anfang ist es diese einfachen Identitéiten zu beweisen. Als Beispiel sei
hier die erste mal gezeigt. Sei z = a + ib. Dann folgt

z+2 a+ibta—ib 2a

5 = 5 5 =a= Re(z).
2.2 Polarform und die Eulersche Formel
Einen Pfeil in der Ebene kénnen wir nicht nur durch imaginire Achse

einen Punkt beschreiben, sondern auch durch einen
Winkel ¢ und eine Léange r vom Ursprung. Der
Winkel ¢ gibt uns die Richtung und die Lénge r
bis wohin wir den Pfeil malen. Diese Darstellung
nennt man Polarform einer komplexen Zahl. Man r
schreibt z = rcosp + irsin¢p fiir die Polarform. i
Dies folgt ganz einfach aus trigonometrischen Uber-
legungen. Wir projizieren r durch den Winkel ¢ auf
die reelle und imaginire Achse und erhalten so die 0 1 reelle Achse
kartesische Darstellung. Eine andere mathematisch
sehr schone Verbindung zwischen der kartesischen
Form und der Polarform ist die Eulersche Formel.

********** Z =TCcosp +irsing

12



KAPITEL 2. KOMPLEXE ZAHLEN

Den Winkel ¢ nennen wir Polarwinkel oder auch Argument von z. Die Lénge r ist genau durch den
Betrag von z gegeben.

Satz 2.2.1 (EULERSCHE FORMEL)
Sei z € R beliebig. Dann gilt der Zusammenhang

e = cosz +isinz.
Fiir z = 7 folgt die Eulersche Identitat
e™+1=0.
Fiir mehr Details siehe [A.2.1]

Rechenmethode 2.2.2 (KARTESISCHE FORM AUS POLARDARSTELLUNG )
Sei nun z = rcosp + irsin ¢ eine komplexe Zahl. Mittels der Eulerschen Formel kénnen wir z
nun als komplexes Exponential schreiben mittels

z =1rcosp +irsing = re'?.

Andersherum folgt auch: Sei eine komplexe Zahl z = re? in Polarform gegeben. Wandeln wir
diesen Ausdruck mithilfe der Euler-Formel in eine komplexe trigonometrische Linearkombination
um, so erhalten wir eine Verbindung mit ihrer algebraischen Form

z=re? = r(cosf +isinf) = rcos + irsinf

Identifizieren wir eine komplexe Zahl z € C mit einem Pfeil in der komplexen Zahlenebene,
so sehen wir, dass die algebraische Form einfach den Projektionen auf die reelle und imaginére
Achse entspricht.

Beispiel 2.2.3 (UMWANDLUNG POLARDARSTELLUNG IN KARTESISCHE FORM)
Wir betrachten die komplexe Zahl z = v/2¢/™/4 und mochten diese in ihre kartesische Form um-
wandeln.

Losung: Mithilfe der Eulerschen Formel folgt

2 = V2e"/* = \/2(cos(im/4) + isin(in /4)) = V2 ( +i—

Bemerkung 2.2.4 (MEHRDEUTIGKEIT DES POLARWINKELS)

Beachte, dass e'? = ¢! (¢+27) Wir wiihlen ¢ immer zwischen (—7, 7] und garantieren so Eindeutigkeit
des Arguments. Fiir z = 0 ist das Argument nicht definiert. Da aber |z| = 0 sein muss, spielt dies keine
Rolle.

13



KAPITEL 2. KOMPLEXE ZAHLEN

Rechenmethode 2.2.5 (KARTESISCHE FORM IN POLARFORM)
Wir haben eine komplexe Zahl z = a + ¢b in kartesischer Form gegeben und méchten nun die
Polarform finden. Dafiir nutzen wir die Eulersche Formel. Wir wissen

z=a+1ib=|z|(cosp + isin ) = rcos ¢ + irsin .

Wir konnen daher direkt r = v/a? + b? ablesen. Ausserdem haben wir das Gleichungssystem

a =T1Ccosp
b=rsing
und mochten dieses nach ¢ auflosen. Wir kénnen den Bruch

b rsinp sing
= = =tanyp

a TCOsSp  COS(

betrachten und erhalten so eine Formel fiir ¢. Das alles aber ohne Beachten von Verschiebungen
um 7, je nachdem in welchem Quadranten unsere Zahl liegt, weil tan(x) = tan(z + ).

Deshalb unterscheiden wir folgende Félle:
(i) z liegt im 1. oder 4. Quadranten resp. a > 0 = ¢ = arctan(b/a)
(ii) z liegt im 2. Quadranten resp. a < 0 und b > 0 = ¢ = arctan(b/a) + 7
(iii) 2z liegt im 3. Quadranten resp. a < 0 und b <0 = ¢ = arctan(b/a) — =
(iv) Wenn a = 0. liegt die Zahl auf der imaginiren Achse. Dann gilt:

— Wenn b > 0: ¢ = 5 in positive ,i-Richtung”
— Wenn b < 0: ¢ = —7 in negative ,,i-Richtung”

— Wenn b = 0: z = 0, der Winkel ist undefiniert resp. irrelevant, da die Zahl einfach
0 € Cist und 0- e = 0 fiir alle p € (—m, 7).

Beispiel 2.2.6 (KARTESISCHE FORM IN POLARFORM)
Gegeben sei die komplexe Zahl z = —1 + ¢. Diese m&chten wir in ihre Polarform umwandeln.

Losung: Fiir den Betrag ergibt sich

r= V(P F P = VIFI= V2

Der Winkel ¢ berechnet sich grundsétzlich durch:

(¢ = arctan | —
a

) 1 T
=arctan (| — | = ——
L4 1 A

Da der Punkt (—1,1) jedoch im zweiten Quadranten liegt, muss 7 addiert werden:

Fir unsere Zahl:

3
© = —g +r= Zﬁ (resp. 135°%)

Somit erhalten wir:
3 3 37
=2 <cosir —|—7Lsin2> = \fQ-eZBT.
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KAPITEL 2. KOMPLEXE ZAHLEN

Bemerkung 2.2.7 (MULTIPLIKATION VON ZWEI POLARFORMEN)
Haben wir zwei komplexe Zahlen z,w € C in Polarform und betrachten das Produkt, so erhalten wir:

Z-w = (rlei‘m) . (rlei‘pl) =(m -7‘2)6i<501+“”2)

Es werden also die Betriage multipliziert und die Winkel addiert. Graphisch in der Gaussschen Zahle-
nebene dreht sich die Zahl z gegen den Uhrzeigersinn um den Polarwinkel von w weiter und verlangert
sich um den Faktor |w].

Beispiel 2.2.8 (MULTIPLIKATION VON ZWEI KOMPLEXEN ZAHLEN)
Wir betrachten die beiden komplexen Zahlen z =1 + ¢ und w = 1 — i. Wir wollen nun einmal in
kartesischer und einmal in Polarform multiplizieren.

Losung: In kartesischer Form ergibt sich
1+i)(1—i)=1>—i? =2,

In Polarform folgt

\/ie%r . \/5675% — (\/5)260 = 2.

2.3 Komplexe Wurzeln

Bei der Suche nach den n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl z zeigt sich eine interessante Eigenschaft:
Zu jeder komplexen Zahl z # 0 gibt es genau n verschiedene n-te Wurzeln. Dies ldsst sich besonders
anschaulich in der Polarform darstellen.

Sei z € C eine komplexe Zahl mit der Darstellung z = re®, wobei 7 = |z| der Betrag und ¢ das
Argument/der Polarwinkel von z ist. Dann ergibt sich die n-te Wurzel zunéchst als:

NS i
\n/g = (rew) n o= \n/; . 6750
Allerdings ist der Polarwinkel periodisch mit Periode 27i. Das bedeutet, wir kénnen zum Argument ¢

beliebige Vielfache von 27 addieren, ohne den Wert von z zu dndern. Daher erhalten wir die allgemeine
Form:

i(p+2km)
Vi=r-ettn fiir keZ
Fir k =0,1,...,n — 1 ergeben sich genau n verschiedene Losungen, die alle denselben Abstand /7

vom Ursprung haben, aber um den Winkel 27” gegeneinander gedreht sind. Diese n Wurzeln liegen
gleichmaéssig auf einem Kreis mit Radius {/r in der komplexen Ebene und bilden damit immer regel-
maéssige n-Ecke.

Ein besonders wichtiger Spezialfall sind die Einheitswurzeln, also die Lésungen der Gleichung 2™ = 1.

Rechenmethode 2.3.1 (KOMPLEXE WURZELN)
Wir suchen die n verschiedenen Wurzeln einer komplexen Zahl z, also die Lésungen von w™ = z.

» Dalfiir schreiben wir z in Polarform, z = re*#.

. . . ilet2km) .,
» Die n verschiedenen Wurzeln sind dann wy = ¢/re™ = fir k=0,1,...,n—1

Beispiel 2.3.2 (KOMPLEXE WURZELN)
Wir wollen alle komplexen Losungen der Gleichung w3 = 8i bestimmen. Wir suchen also alle

15



KAPITEL 2. KOMPLEXE ZAHLEN

dritten Wurzeln von 8:.

Losung: Zuerst stellen wir z = 8i in Polarform dar. Der Betrag ist » = |8i| = 8 und das Argument
© = 5, da 8i auf der imagindren Achse liegt. Somit ist die Polardarstellung von 8i

Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl berechnen sich durch:
wg = Q/;-ei(wzh) fir £=0,1,...,n—1

Fir n = 3 erhalten wir: oo
/24 2k . -
wp = V5. ) Z g pi(5+%m)

Wir berechnen die drei Losungen fiir K = 0,1, 2:

1. Erste Wurzel (k = 0):

. 3 1
wo=2-626:2<\2[+i2> =3+

Im

2. Zweite Wurzel (k = 1):

wy = 2.6(F+F) =9 <_\/§ Hl) — /34i

3. Dritte Wurzel (k = 2):

4am

w2:2-el(%+7):2.ei7:2(0_i):_2i

Die drei Wurzeln liegen auf einem Kreis mit Radius /8 = 2in der komplexen Ebene und dritteln diesen
Kreis regelmassig. Die Winkel zwischen den Wurzeln betragen damit jeweils 120° resp. 2%

2.4 Komplexe Polynome

2.4.1 Fundamentalsatz der Algebra
Satz 2.4.1 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA)
Jedes komplexe Polynom p(z) = a,2" + -+ + a1z + ag vom Grad n (d.h. a, # 0) zerfillt in n
(nicht zwingend verschiedene) Linearfaktoren. Es gilt
p(z)=apnz"+--+arz+ag=an(z—20)- (z2—21) (2 — 2zn)
Bemerkung 2.4.2 (NULLSTELLEN UND LINEARFAKTOREN)
In den Linearfaktoren (z — z;) einer Polynomzerlegung sind die Nullstellen abzulesen z, ..., z,. Die

Anzahl, wie oft die Nullstelle in der Linearfaktorzerlegung auftaucht, nennen wir Vielfachheit.

Satz 2.4.3 (KONJUGIERTE NULLSTELLE)
Hat ein Polynom p(z) eine komplexe Nullstelle z, so ist auch Z eine Nullstelle.

Bemerkung 2.4.4
Man bemerke, dass wenn die Nullstelle reell ist, keine Aussage folgt, da x =T fiir z € R.
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Beispiel 2.4.5
Wir suchen die beiden (komplexen) Nullstellen von p(z) = 22 — 2z + 2.

Losung: Wir nutzen dafiir die p-g-Formel. Es folgt

—2 —2\?
21’2:—?Z|: <2> —2:1Zl:\/1—2:1:|22
Wir sehen also, dass z1 = 1+ 4 und zo0 = 1 — i die beiden Nullstellen sind. In der Tat gilt nach
Ausmultiplizieren der Linearfaktorzerlegung

(1+i)(1 —i) = 2% — 22+ 2.

Wir sehen ausserdem, dass zZ; = zo respektive 1 +4 = 1 — 7. Damit sind sowohl z; als auch z; = 29
Nullstellen.

2.5 Polynomdivision

Ein zentrales Werkzeug zum Finden von Nullstellen ist die Polynomdivision. Sie erlaubt es, aus einem
bekannten Linearfaktor (z — zp) einen Divisor herauszufaktorisieren und das urspriingliche Polynom
auf einen Restfaktor zu reduzieren. Formal entspricht dies der schriftlichen Division ganzer Zahlen,
aber fiir Polynome.

Haben wir ein Polynom p(z) und ein Polynom ¢(z), was ein echter Teiler von p(z) ist, so gibt es ein
eindeutiges Polynom r(z) mit

Beispiel 2.5.1
Betrachten wir das Polynom
plz) =2" =1

und suchen alle seine drei komplexen Nullstellen.
Hinweis: Eine bekannte Nullstelle ist 1.

Losung: Wir dividieren p(z) durch den Linearfaktor z — 1, um an das Restpolynom zu kommen.
Polynomdivision liefert:
B -1=(z-1(+24+1).

Das reduzierte Polynom 2% + z + 1 kann nun zum Beispiel mit der p-¢g-Formel untersucht werden und
liefert die zwei weiteren Nullstellen

—1+iV3

23 =
2

Die vollstdndige Linearfaktorzerlegung lautet also
p(z) =22 —1=(z-1)(z+1—-iV3)(z + 1 +iV3).

Gleichzeitig kénnen wir sehen, dass hier in dieser Aufgabe implizit nach den drei Einheitswurzeln
2mik

gefragt ist (siche Abschnitt . Wir hatten diese damit auch direkt durch z123 =e 3 mit £ =0,1,2

finden konnen.
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Beispiel 2.5.2
Wir suchen die vollstdndige Linearfaktorzerlegung (resp. alle vier Nullstellen) des Polynoms

p(z) =2 =23 - 22—z -2

Hinweis: 2 und —1 sind zwei reelle Nullstellen.

Losung: Die erste Nullstelle finden wir durch den Hinweis. Setzt man 2 ein, so erhélt man P(2) = 0,
also ist (z — 2) ein Linearfaktor. Durch Polynomdivision ergibt sich:

p(2)=(z—=2) (2 + 22 +2+1).
Wir finden erneut die Nullstelle —1 durch den Hinweis und Polynomdivision liefert uns:
p(2)=(2—=2)(z4+1) (2 +1).
Damit ist
p(z) =(z2=2)(z+ 1) (z+1) (2 —1)

eine vollstandige Linearfaktorzerlegung, resp. 2, —1, ¢, —i die vier Nullstellen des Polynoms.
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Kapitel 3

Folgen

3.1 Definition, Beschrianktheit und Monotonie

Definition 3.1.1 (FOLGE)
Eine Folge ist eine Funktion z : N — R. Der Funktionswert z(n) wird n-tes Folgenglied
genannt und mit x,, notiert. Folgen werden als (x,)nen oder oft auch nur als (z,,), abgekiirzt.

Beispiel 3.1.2 (EINFACHE FOLGEN)

Hier ein paar einfache Beispiele fiir Folgen:
» Die konstante Folge: z,, = ¢ mit einem beliebigen ¢ € R.
» Die alternierende Folge: x,, = (—1)™.
» Die Folge aller geraden Zahlen: x,, = 2n.

Beispiel 3.1.3 (REKURSIV DEFINIERTE FOLGEN)

Definieren wir das néchste Folgenglied abhéngig von den vorherigen, so nennen wir diese Darstel-
lung rekursiv. Eine solche Bildungsvorschrift nennen wir auch Rekursionsvorschrift. Hier sind ein paar
einfache Beispiele:

» Arithmetische Folge: xp,41 =z, + ¢
» Geometrische Folge: x, 411 = q - x,.
» Gemischt: z,11 =q -z, + 7.

Rekursiv definierte Folgen kénnen wir manchmal in explizite Ausdriicke umformen. Zum Beispiel fiir
die Arithmetische Folge mit einem Startwert zo gibt es die explizite Darstellung: x, = zg + n - q.
Ahnlich auch fiir die Geometrische Folge =, = x¢ - ¢". Im Allgemeinen ist so eine explizite Darstellung
aber nicht immer moglich und oft sehr schwierig oder praktisch unmdéglich zu finden.

Beispiel 3.1.4 (FIBONACCI-FOLGE)
Eine der wohl berithmtesten Zahlenfolgen ist die Fibonacci-Folge. Sie ist rekursiv definiert mit Start-
werten g = 0 und 7 = 1 und der Rekursionsvorschrift x, = x,—1 + xp—2. Wir erhalten so die
Zahlenfolge:

0,1,1,2,3,5,8,13, ...

Es lasst sich auch hier eine explizite Darstellung fiir die n-te Fibonacci Zahl finden, wobei ® der goldene
Schnitt und ¥ der inverse goldene Schnitt sind.

Cen-ur 1 ((14vE\" [(1-vB)"
™=k 2 2
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Definition 3.1.5 (BESCHRANKTHEIT EINER FOLGE)
Eine Folge (x5, )nen ist beschréankt, wenn eine reelle Zahl M > 0 existiert, sodass |z,| < M fir
alle n € N.

Bemerkung 3.1.6 (EINSEITIGE BESCHRANKTHEIT)
Eine Folge kann auch nur von oben oder nur von unten beschrankt sein.

Beispiel 3.1.7 ((UN-)BESCHRANKTE FOLGEN)
Die Folge z,, = (—1)" ist von unten durch —1 und von oben durch 1 beschrinkt.
Die Folge y, = n ist von unten durch 1 beschrankt aber von oben unbeschrankt.

Definition 3.1.8 (MONOTONIE EINER FOLGE)
Eine Folge (z,)nen heisst:

e (monoton) steigend, falls fiir alle m,n e N:m >n = =z, >z,

e strikt (monoton) steigend, falls fiir alle m,n € Nom >n = z,,, >z,
e (monoton) fallend, falls fir alle m,n e N:m >n = =z, <z,

e strikt (monoton) fallend, falls fir alle m,n € Nom >n = z,, < .

Wenn die Folge (strikt) monoton steigend oder fallend ist, nennen wir sie (strikt) monoton.

3.2 Grenzwerte

Definition 3.2.1 (GRENZWERT EINER FOLGE)
Sei (2 )nen eine Folge. Dann bezeichnen wir A, als Grenzwert dieser Folge, wenn Ve > 0 3N € N
sodass, |z, — A| < e Vn > N. Man schreibt:

lm z, = A
n—oo

Bemerkung 3.2.2 (INTUITION GRENZWERT)

Anschaulich kénnen wir die Definition wie folgt interpretieren:

Wir finden fiir jeden noch so kleinen Fehlerbereich ¢ einen grossen Index N, ab dem alle nachkom-
menden Folgenglieder maximal € von A entfernt sind. Fiir geniigend gross gewéhlte Indizes sind die
kommenden Folgenglieder also beliebig nahe am Grenzwert A.

Tn

ez

:
o
I

Beispiel 3.2.3
Hier ein paar Beispiele fiir konvergente Folgen inklusive ihrer Grenzwerte:
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(i) @, = 1 fiir allen > 1. Es gilt lim , = 0.
n—oo

(ii) xp, = a fir allen > 1. Es gilt lim z, = a.
n—oo

(iii) z, = CO° fiir alle n > 1. Es gilt lim 2, = 0.
n—oo
(iv) z, = (1 + %)n fiir alle n > 1. Es gilt li_>m z, = e. Das ist die Definition der Eulerschen Zahl e.
n o

Es ist wichtig, diesen Grenzwert zu kennen!

Bemerkung 3.2.4 (NULLFOLGEN)
Eine Folge, die gegen 0 konvergiert nennen wir Nullfolgen. Sie spielen eine grosse Rolle in der Analysis,
gerade auch im Zusammenhang mit Reihen (siehe spétere Kapitel).

Beispiel 3.2.5 (GRENZWERT BEWEIS)
Wir beweisen mithilfe der Definition, dass die Folge z,, = % den Grenzwert Null besitzt.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann wéhlen wir N € N gross genug, sodass N > % > 0. Dann gilt fiir alle
n>N

1
S
n

1<1<
=—-—< —=<e
n_ N

WEeil € > 0 beliebig gewahlt war gilt es insbesondere auch fiir alle beliebig kleinen €. Damit folgt aus
der Definition des Grenzwertes, dass % gegen Null konvergiert. O

Bemerkung 3.2.6 (RECHNEN MIT GRENZWERTEN,/ GRENZWERTSATZE)
Fiir den Grenzwert einer Folge gelten folgende Eigenschaften:

e Der Grenzwert ist eindeutig. Wenn eine Folge konvergiert, dann ndhert sie sich immer nur einem
einzigen eindeutigen Wert an.

e Der Grenzwert ist wohldefiniert unter Addition, Multiplikation und Division. Seien (zy,), — &
und (yn)n — ¥ zwei konvergente Folgen. Dann gilt

lim z, *y, =2 %79y lim -y =2 -9 limx—nzimityn,gjyéo

Beispiel 3.2.7 (ANWENDUNGSBEISPIEL DER GRENZWERTSATZE)
Wir betrachten die Folge x,, = M
mittels der Grenzwertsétze.

und untersuchen die Konvergenz resp. den Grenzwert

Losung: Wir schreiben diese Folge als ein Produkt zweier Ausdriicke, deren Grenzwert wir kennen.

27"(144)" 27" 1\"
(n):.<1+> -0
n n n
M~ ———
—0 —e

Weil beide Faktoren einzeln konvergieren, konnen wir die Grenzwerte multiplizieren und sehen, dass
die gegebene Folge zu 0 - e = 0 konvergiert.

Beispiel 3.2.8 (TYPISCHER FEHLER IN DER ANWENDUNG DER GRENZWERTSATZE)

Konvergieren zwei Folgen, so kann man Produkt und Summe der Grenzwerte einzeln berechnen (siche
vorherige Bemerkung). Konvergieren beide Summanden/Faktoren jedoch nicht einzeln, so geht dies
nicht!

o1 N
1= lim —-2z# lim —- lim x = “0- 0c0“
n—oo I n—oo L MnN—oo

Ausdriicke der Form ,,0 - oo” sind damit nicht wohldefiniert.

21



KAPITEL 3. FOLGEN

Bemerkung 3.2.9 (KONVERGENZ UND BESCHRANKTHEIT)
Alle konvergenten Folgen sind beschrénkt, aber nicht alle beschrankten Folgen konvergieren! Ein Ge-
genbeispiel ist die alternierende Folge x,, = (—1)". Sie ist beschriankt, aber konvergiert nicht.

Satz 3.2.10 (MONOTON UND BESCHRANKT == KONVERGENZ)
Sei (zp,)n eine monotone und beschrénkte Folge. Dann konvergiert ().

Bemerkung 3.2.11 (INTUITION)
Dieser Satz ist recht intuitiv, da wenn sie monoton ist in nur eine ,Richtung” geht und wenn sie
irgendwann ,stoppt” — weil sie beschrinkt ist — muss sie dort an ihrem Grenzwert angekommen sein.

Beispiel 3.2.12 (NULLFOLGE NACH UNTEN BESCHRANKT)
Wir kénnen so auch schnell sehen, dass die Folge x,, = 1/n konvergiert, da sie nach unten durch 0
beschriankt ist und monoton fallend ist, da der Nenner immer grosser wird.

Satz 3.2.13 (SANDWICH-LEMMA)
Seien (2,)5%, (Un)oZo und (2, )5e Folgen reeller Zahlen, sodass fiir ein N € N die Ungleichungen
Ty < yn < zy fir alle n > N gelten. Es gelte, dass (z,,)7%, und (z,)52, konvergent sind und
denselben Grenzwert besitzen. Dann ist auch die Folge (y,,)5, konvergent, und es gilt:

lim x, = lim y, = lim z,.

n— o0 n—0o0 n—0o0

Beweis. Siehe [AL3.11 O

Bemerkung 3.2.14 (INTUITION HINTER DEM SANDWICH-LEMMA)
Die Folgen (zy,)nen und (z,)nen quetschen (z,),en weiter und weiter ein, sodass sie alle irgendwann
e-nah am Grenzwert sind, woraus folgt, dass auch die Folge (z,)nen diesen Grenzwert haben muss.

Beispiel 3.2.15 (GRENZWERT MITTELS SANDWICH-LEMMA)
Wir beweisen mittels des Sandwich-Lemmas, dass

sinn
=0.

lim
n—oo n

Losung: Wir wissen, dass der Sinus durch —1 und 1 beschrénkt ist. Damit folgt die Ungleichungskette
—1 <sinn < 1.

Bei Division mit n finden wir )
1 sinn
——<
n n

<

S|

fiir alle n > 1. Weil 1/n — 0 konvergiert wenn n — oo folgt aus dem Sandwich Lemma, dass

. sinn
lim =0.
n—oo n

Wir sehen damit, dass —1/n und 1/n unsere Folge im Grenzwert gegen Null ,einquetschen”.
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Reihen und Potenzreihen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Konvergenz von Reihen. Wir fithren ausserdem den
Begriff der Potenzreihe und des Konvergenzradius ein.

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition 4.1.1 (KONVERGENTE REIHE)
Sei (ak)ken eine Folge reeller Zahlen, und sei A € R. Wir sagen, dass die Reihe > 77 ax zu A

konvergiert, wenn
n
lim <Z ak> = lim s, = A.

Dabei ist s, die Folge an Partialsummen s, = ZZZO ai. Wir nennen a,, das n-te Element
oder den n-ten Summanden der Reihe.

Wir nennen die Reihe )7 a; konvergent, wenn s, einen Grenzwert annimmt; in diesem Fall
nennen wir ihn den Wert der Reihe. Andernfalls, heisst es, dass die Reihe nicht konvergent
ist. Wenn s, nach oo (bzw. nach —oo) divergiert, nennen wir die Reihe ) 32 aj divergent zu
o0 (bzw. —00).

Satz 4.1.2 (NOTWENDIGE BEDIGUNG FUR REIHENKONVERGENZ)
Wenn die Reihe )77 aj konvergiert, so muss die Folge (aj)ren eine Nullfolge sein.

Bemerkung 4.1.3

Das heisst, es ist notwendig fiir die Konvergenz der Reihe, dass die einzelnen Summanden gegen Null
konvergieren miissen. Das ergibt auch intuitiv Sinn, denn wenn die einzelnen Summanden nicht irgend-
wann verschwindend klein werden, kann ich mich nicht einem konstanten Wert annédhern.

Beispiel 4.1.4 (NULLFOLGENKRITERIUM)
Begriinden Sie, dass die Reihe
0 1 1/n
2\
()

n=1

nicht konvergiert.

Losung: Wir sehen, dass die Folge an Summanden (%)1/ " keine Nullfolge ist, weil
1\/" 1
lim | — = lim — =1.
n—oo \ n n—oo nl/n
Damit kann die Reihe nicht konvergieren, da die notwendige Bedingung nicht erfiillt ist.
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Beispiel 4.1.5 (GEOMETRISCHE REIHE)
Reihen der Form

o
>4
k=0

nennen wir geometrische Reihen. Diese konvergieren fiir alle ¢ € R mit |¢| < 1. Dann konvergieren

Sie gegen
o0
oot
k=0

Bemerkung 4.1.6 (GRENZWERT DER GEOMETRISCHEN REIHE)
Wir betrachten die Partialsummen s, = > }_, ¢* und beobachten

(I=q)sn=0-q+q+q+ - +q)=+q+qg"+ - +¢")—q-(I+q+q"+ - +q")
:1+q+q2++qn_q_q2_q3_q4__qn+1:1_qn+1

Demnach folgt

oo
1— n+1
Zq hrn Sp = lim Rl

n—oo 1 —gq

Dieser Grenzwert existiert, genau dann wenn |g| < 1, und dann gilt

o0
1— gt 1
¢" = lim € _ lg| < 1.
n—oo | — 1—
k=0 9 9

Beispiel 4.1.7 (HARMONISCHE REIHE)
Die Reihe, die alle inversen natiirlichen Zahlen summiert nennen wir die harmonische Reihe.

il I+3 LI S
k_k_ 3 4

Wir sehen, dass die Summanden gegen Null konvergieren, denn % — 0. Die Reihe divergiert aber

dennoch gegen oco. Das sehen wir gut daran, dass

il L+ 3 ST I S YA IR VU I I I S
ko 3 4 5 6 7 8 2 4 4 8 8 8 8
k=1 ~—_—— ~—m

D=

N

Damit ist sie ein Beispiel dafiir, dass das Summieren einer Nullfolge 1/k — 0 nur notwendig, aber nicht
hinreichend ist fiir die Konvergenz der Reihe Y 72, 1/k.
4.1.1 Reihenberechnungen

Wir kénnen durch gezielte Umformungen und Vereinfachungen die Werte von Reihen explizit berech-
nen. Haufig nutzen wir dabei den bekannten Grenzwert einer geometrischen Reihe.

Beispiel 4.1.8 (REIHENBERECHNUNG )
Berechnen Sie den Wert der Reihe

5n
n=k

fiir ein beliebiges k € N.
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1~ 1. Daher mochten wir die

=5

Losung: Wir kennen den Wert der geometrischen Reihe mit ¢
gegebene Reihe in eine solche umformen. Wir sehen nach den Potenzgesetzen, dass gilt

<1 1 1 1 = 1
ZW=Z5IC5M=5,€ZIC5M=5,€ZOW
n— n=

wobei wir im letzen Schritt eine Indexverschiebung gemacht haben. Als Ergebnis erhalten wir damit

IR

n==k

Beispiel 4.1.9 (REIHENBERECHNUNG SCHWIERIG )
Berechnen Sie den Wert der Reihe

oo (_1)n2n71 +1
25: 3n :
n=1

Losung: Wir formen um, sodass wir zwei geometrische Reihen erhalten
nrel4r & "2"1 1S —2\" = /1\"
Z D =253 ) t23)
n=1 n=1 n=1

oo
3" n=1
Fiir beide Summanden kénnen wir die Werte der Reihen mithilfe der bekannten Formel fiir die geome-

n=1
trische Reihe berechnen. Wir miissen jedoch jeweils beachten, dass wir erst ab n = 1 summieren und

daher den Term fiir n = 0 abziechen miissen
1
. 1) + ( — 1> -3

> "2”1+1 1/ =2\" = /1\" 1 1
S5 (5) 2 (5) :2<1<§

n=1

4.1.2 Teleskopsummen
Teleskopsummen sind bestimmte Summen, deren Ergebnis nur vom ersten und letzten Term abhéngen
da sich alle Terme in der Mitte gegenseitig ausldschen. Es sind also Summen der Form

A+ (an-1 — an) + (an — any1) = ap — any1

n

S (@i - ai1) =

i=0
Dann gilt fiir den Wert der Reihe, dass
00 n
Zai = nan;oZak =aqg — nlingo Gnt1-
' k=0
Eine solche Teleskopreihe ist also genau dann konvergent, wenn der Grenzwert lim a,41 existiert. Um
eine Reihe in eine Teleskopform zu bringen bietet sich meist eine Partialbruch;(;loggung an. Fiir mehr

(ao—a1)—|—(a1 —CLQ)—I-'

Informationen siehe Abschnitt [A.4.1]

Beispiel 4.1.10 (TELESKOPSUMME)
Berechnen Sie den Wert der folgenden Reihe mithilfe einer Teleskopsumme

— 1
Zn(n—l—l)'

n=1

Hinweis: Machen Sie eine Partialbruchzerlequng
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Losung: Wir beginnen mit einer Partialbruchzerlegung. Es folgt

111
nn+1) n n+1

Unsere Partialsummen haben damit die Form

)Y (N S FUPTRS S B S USRS
n n+1) ~— 2 2 3 3 E+1

n=1

Damit sehen wir dass die Reihe eine Teleskopreihe ist und es folgt fiir den Grenzwert

© LAY 1 , 1
Zizhm —— =1—-lim —— =
n(n—|—1) k%oon:1 n n+1 k—oo k+1

n=1

Beispiel 4.1.11 (TELESKOPSUMME)

1 1
4k2 -1 2
Hinweis: Schrezben Sie dze Partialsummen als Teleskopsummen. Nutzen Sie dafiir Partialbruch-
zerlegunyg.

Zeigen Sie, dass Z gilt.

Bewets. Wir beginnen mit einer Partialbruchzerlegung.

SN S 1 1

;41@—1 24 <2k:—1 a 2k:+1>

Jetzt ist zu erkennen, dass diese Summe eine Teleskopsumme ist. Es kiirzen sich alle Terme weg, bis auf
den ersten und den Grenzwert des letzten. Dies ist mit vollstandiger Induktion (siehe Abschnitt zu

). Wir wollen zeigen, dass s, = Tl—l — L

beweisen. Definieren wir dafiir s, = > ;_, (ﬁ — Tlﬂ

2n+1"
Dafiir nutzen wir einen Induktionsanfang
1 1
LTI 1T 2 41
Und einen Induktionsschritt
1 L 1 1 1 1
TS T 1 2+l 2+l -1 2+ -1 2-1-1 2n+1)-1
Damit konnen wir also berechnen:
i LN S W, 1 LN_ b
= \2k—1 2k+1) noo\2-1-1 S om41) 2-1-1
Der Wert der Reihe evaluiert sich damit zu
S 1= a2 (st aer) =3
4k2—1 2k_1 2%k —1 2k+1) 2
=1
O
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4.1.3 Konvergenzkriterien

Bemerkung 4.1.12 (KONVERGENZ DES ENDES)
Es reicht, die Reihe ab einem beliebigen N € N zu betrachten. Nehmen wir an, wir wollen das Ver-
halten der Reihe )" ; a; untersuchen. Dann reicht es das Verhalten des Endes der Partialsummen zu

betrachten.
00 N-1 00
doak=) ar+ ) ax
k=0 k=0 k=N

Der erste Summand ist immer eine endliche Zahl und konvergiert daher immer. Es ist also nur relevant
den Schluss, also ab einem beliebig grossen N € N die Reihe zu untersuchen.

Satz 4.1.13 (MAJORANTEN- UND MINORANTENKRITERIUM )
Es seien > ;2 g ar und > 72 by zwei Reihen, dass 0 < aj < b, fiir alle £ € N. Dann gilt 0 <
Y oreo @k < Y peq b, und wir haben insbesondere

o (e.°]
Z by, konvergent — Z ay, konvergent,
k=0 k=0

o (oo}
Z ay, divergent zu co — Z b, divergent zu oo.
k=0 k=0

Beispiel 4.1.14
Zeigen Sie mithilfe des Majorantenkriteriums, dass die folgende Reihe konvergiert:

=1
>

n=1
Losung: Wir wissen, dass fiir jedes n > 1 gilt
1 1 n "
— < — <= n2">2" <= n>1.
n2n — 2"
Demnach folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium
oo 1 oo
2 S <
n=1 n=1
weil >°0° | oL eine geometrische Reihe mit |g| = |3] < 1 ist.

Bemerkung 4.1.15 (MINORANTE, HARMONISCHE REIHE)
Wir haben mithilfe einer Minorante bewiesen, dass die Harmonische Reihe divergiert. Priifen Sie dieses
Argument noch einmal nach!

Beispiel 4.1.16
Zeigen Sie, dass die folgende Reihe divergiert:

o0

n
2 ErT

n=0

Losung: Die Idee ist, diese Reihe mit der harmonischen Reihe zu vergleichen, da sich asympto-

_n_
n2+1
tisch, wie % verhélt. Wir sehen, dass

n n 1

> =
n2+1 " n?2+n n+1l
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fiir alle n > 1. Weil die harmonische Reihe divergiert folgt aus dem Minorantenkriterium die Divergenz

der Reihe » 7% o 5.

Satz 4.1.17 (WURZELKRITERIUM)
Sei (an)n eine reelle Folge und

a= lim {/|a,|
n—00

Dann gilt fiir die Reihe Y an

o0
a<l = Z a, konvergiert absolut
n=0

und

o
a>1 = Zan konvergiert nicht.
n=0

Beispiel 4.1.18 (GEOMETRISCHE REIHE)
Zeigen Sie, dass die geometrische Reihe fiir alle |g| < 1 konvergiert und anderenfalls divergiert.

Losung: Die geometrische Reihe hat die Form

oo
> "

k=0
Nach dem Wurzelkriterium berechnen wir
. k
a= lim y/|¢* = |q|.
k—o0

Damit folgt das Resultat direkt aus dem Wurzelkriterium und einer zusétzlichen Begriindung. Fiir
lg| = 1 divergiert die Reihe auch, da es +1 resp. —1 aufsummiert.

Beispiel 4.1.19 (WURZELKRITERIUM )
Untersuchen Sie mithilfe des Wurzelkriteriums, ob die Reihe

. log (2"
Z ge(n )

n=1

konvergiert.

Losung: Wir schreiben um

log(2" = n
>t @2 &
n=1 n=1

und nutzen das Wurzelkriteriums. Es folgt
Vi 1

. n . 1
lim — = lim =—lim Yn=-<1.
n—00 en n—oo /el € n—00

n

-1

Damit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriteriums.
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Satz 4.1.20 (D’ALEMBERT QUOTIENTENKRITERIUM)
Es sei (ay,) eine Folge von reellen Zahlen mit a,, # 0 fiir alle n € N, und es sei angenommen, dass

a = hm |an+1|

existiert.
n—00 |an|

Dann gilt fiir die Reihe Y an

(0.0}
a<l = Z an, konvergiert absolut
n=0

und
(o)

a>1 = Zan konvergiert nicht.

n=0

Beispiel 4.1.21 (QUOTIENTENKRITERIUM)
Untersuchen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums, ob die Reihe

o0
n!

nn

n=1

konvergiert.

Loésung: Wir nutzen das Quotientenkriterium. Es folgt

(n+1)! n
. (n+1)n+T . (n+ 1) n" .o n+1 n . 1 1
lim ————— = lim = lim = lm ——5 = —.
n—oo || nsoo  n!  (n+ 1"t nocon+1\n+1 n—oo (14 1/n) e

Weil 1/e < 1 konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut.

Bemerkung 4.1.22

Nicht alle Konvergenzkriterien sind gleich sinnvoll fiir jede Berechnung. Es gibt eine ,sinnvolle” Rei-
henfolge beim Anwenden dieser Kriterien. Diese Reihenfolge ist natiirlich nicht immer die beste, aber
eine gute ,Faustregel”.

1. Ist (ay) tiberhaupt eine Nullfolge? ~~ Nullfolgenkriterium

2. Ist der Quotient % gut abschétzbar (resp. Fakultdten)? ~~» Quotientenkriterium
3. Sind Potenzen von n enthalten? ~» Wurzelkriterium

4. Majoranten-/ Minorantenkriterium

4.2 Potenzreihen

Es lassen sich aus konvergenten Reihen Funktionen definieren.
oo

fl@)=> erlx—a)
k=0

Solche Funktionen nennt man Potenzreihen. Damit diese Definition Sinn ergibt, muss die Reihen
absolut konvergent sein. Diese Konvergenz ist aber abhéngig davon, welchen Funktionswert £ man in
seine Potenzreihe einsetzt. Die Stelle @ nennt man den Entwicklungspunkt und die Werte x - fiir
welche die Reihe absolut konvergiert - nennen wir den Konvergenzradius der Potenzreihe.
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4.2.1 Konvergenzradius

Bemerkung 4.2.1 (WAs IST DER KONVERGENZRADIUS?)
Wir haben nun eine Reihe der Form

f(z) = enlz—a)*

k=0
und mo6chten wissen, fiir welche x diese Reihe konvergiert. Dafiir konnen wir wie gewohnt das Wurzel-
kriterium nutzen und finden:

lim / ‘cn(x — a)n‘ = nh%l{olo \/ ‘Con - CL’ < 1.

n— oo
Damit folgt fiir unsere Einschrinkung an die z-Werte

1
z—a|< ——— =R

lim {/|cp,|

n—oo

Also finden wir am Ende mit dieser Definition von R, dass
—R+a<zxz<R+a.

Damit konvergiert die Reihe dann, wenn z im offenen Intervall (—R + a, R + a) liegt. Genau das ist
der Konvergenzradius einer Potenzreihe!

Definition 4.2.2 (KONVERGENZRADIUS, FORMEL VON CAUCHY-HADAMARD)
Sei Y %2 ck(z — a)* eine Potenzreihe. Der Konvergenzradius der Reihe ist die Zahl R € R,
definiert durch

B 1

~ lim Ven|

n— o0

Bemerkung 4.2.3 (QUOTIENTENKRITERIUM FUR DEN KONVERGENZRADIUS)
Der Konvergenzradius lésst sich (wenn der Grenzwert existiert!) auch mit dem Quotientenkriterium

berechnen.
Cn+1

Cn

Pk

Falls dieser Grenzwert existiert, so ist der Konvergenzradius R = %.

Satz 4.2.4 (KONVERGENZ VON POTENZREIHEN)

Sei >-2° , ek (z—a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, 00). Die Reihe Y72, cx(z—a)
konvergiert absolut fiir alle € R mit |z — a|] < R, und konvergiert nicht fiir alle z € R mit
|z —a| > R.

k

Insbesondere kénnen wir fiir z € (—R + a, R + a) die folgende Funktion definieren

f@) =) ez —a)*.

k=0
Der Konvergenzradius gibt an, wie weit man sich vom Entwicklungspunkt a entfernen kann, sodass

die Reihe noch konvergiert. Fiir |z — a| = R (d.h. am Rand des Konvergenzintervalls) kann die Reihe
konvergieren oder divergieren - das muss separat untersucht werden.
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Beispiel 4.2.5
Finden Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

(2 —2)"
e

n=1

Losung: Wir berechnen mithilfe des Wurzelkriteriums
lim { 1 _ li LY 1

Damit ist der Konvergenzradius dieser Reihe das offene Intervall (2 — 1,2 + 1)n = (1, 3).

Beispiel 4.2.6 (POTENZREIHENDARSTELLUNG DER EXPONENTIALFUNKTION)
Die Exponentialfunktion e kénnen wir als Potenzreihe (um den Entwicklungspunkt a = 0) schreiben

als -
k 2 3
e _ N2 _ v
e _kzok!_1+x+2+6+

Wir sehen, dass der Konvergenzradius dieser Potenzreihe unendlich gross ist. Es gilt

. n! ) 1
p= lim — = lim =
n—oo (n4 1)1 n—oon+1

Damit gilt R = co. Die Reihendarstellung der Exponentialfunktion konvergiert damit auf ganz R, was
auch unserer Intuition entspricht, da die Exponentialfunktion auf ganz R definiert ist.

Beispiel 4.2.7 (KONVERGENZRADIUS SCHWIERIG )
Finden Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

Z (—2}1)”(2 1),

n=0

Losung: Die Potenzreihe

Z (_211)” (Z _ 1)2n
n=0

enthilt nur gerade Potenzen von (z — 1). Durch die Substitution w = (z — 1)? ergibt sich:
i (_1)nwn
2n ’
n=0

Fiir diese Reihe in w wird der Konvergenzradius mit dem Wurzelkriterium bestimmt:

(—1)n 1

2?’L

n

lim = lim
n—0o0

Somit gilt R, = 2, d.h., die Reihe in w konvergiert fiir |w| < 2. Riickeinsetzen von w = (z — 1)? liefert:
z-12<2 = |z-1]<V2

Der Konvergenzradius der urspriinglichen Reihe ist daher R = /2.
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Kapitel 5

Stetige Funktionen

5.1 Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

5.1.1 Inektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Betrachte eine Funktion f: A — B zwischen zwei Mengen A (Definitionsbereich) und B ( Wertebereich).
Wir unterscheiden in die folgenden drei Fille.

Definition 5.1.1 (INJEKTIV)
Eine Funktion f : A — B heisst injektiv, wenn verschiedene Elemente des Definitionsbereichs
stets auf verschiedene Elemente des Wertebereichs abgebildet werden:

Ve, o0 € At 1 #x2 = f(x1) # f(22).

Anschaulich heisst das: keine zwei Pfeile aus A landen auf demselben Element von B. In der linken
Teilabbildung wird dies gezeigt, wobei jedoch ein Element bs € B gar nicht getroffen wird. (Damit ist
f micht surjektiv!)

Beispiel 5.1.2 (INJEKTIVE FUNKTIONEN)

Die Funktion 23 ist auf ganz R injektiv, die Funktion 2? hingegen nicht! Wir kénnen beides beweisen,
indem wir die Definition fiir Injektivitat nutzen. Es muss dafiir gelten, dass f(x) = f(y) = x =y.
Das ist fiir f(x) = 22 offensichtlich nicht der Fall, da 22 = (—z)? aber x # —x. Fiir 2° gilt dies aber,
da (—2)% = (—2)(—2)? = —23.

Definition 5.1.3 (SURJEKTIV)
Eine Funktion f : A — B heisst surjektiv, wenn jedes Element des Wertebereichs getroffen wird:

Vye Bz € A: f(x)=y.

In der mittleren Teilabbildung wird jedes Element von B erreicht, allerdings zeigen dort zwei verschie-
dene Elemente ag, a5 € A auf dasselbe b3 € B. Damit ist f nicht injektiv!

Beispiel 5.1.4

Die Funktion 22 ist von R — R surjektiv, aber nicht injektiv. Das sehen wir, da wir fiir jede positive
reelle Zahl 2 eine Quadratwurzel \/z haben, fiir die gilt: \/z° = z.

Die Funktion sinz ist von R — R weder injektiv noch surjektiv. Auf [—1, 1] hingegen ist sie surjektiv!
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Genauso verhalt sich cosx. Injektivitdt konnen wir offensichtlich widerlegen, weil sin (und auch cos)
periodisch sind, resp. sin(z) = sin(z + 27). Surjektivitat auf [—1, 1] folgt direkt aus der Definition im
Einheitskreis.

Definition 5.1.5 (BIJEKTIV)
Eine Funktion f : A — B heisst bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Das
bedeutet,

Vye Balz e A: f(z)=y.

Die rechte Teilabbildung illustriert diesen Fall: jedes Element von A wird auf genau ein Element von
B abgebildet (injektiv), und jedes Element von B wird genau einmal getroffen (surjektiv). Somit ist
eine Eins-zu-eins-Korrespondenz gegeben und die Funktion damit bijektiv.

Beispiel 5.1.6

Die Funktion 22 ist eine bijektive Funktion von R — R, da sie injektiv und surjektiv ist. Genauso die
Identitatsfunktion x. Die Funktion e ist von R — R nicht bijektiv, da sie nicht surjektiv auf R ist.
Von —R< g hingegen ist e* bijektiv!

5.1.2 Monotonie und Beschranktheit

Definition 5.1.7 (MONTONE FUNKTION)
Sei D C R und f: D — R. Die Funktion f heisst

e (monoton) steigend wenn fiir alle z,y € D, gilt
r<y = f(z) < f(y),
e strikt (monoton) steigend wenn fiir alle z,y € D, gilt
r<y = f(z) < [f(y),

Analog lésst sich auch (monoton) fallend und strikt (monoton) fallend definieren.

Beispiel 5.1.8
Die Exponentialfunktion e” ist (streng) monoton steigend, genauso die arctan  Funktion. Die Funktion
22 ist auf R nicht monoton: sie dndert ihr Monotonieverhalten bei 0.

Definition 5.1.9 (BESCHRANKTE FUNKTION)
Sei D C R eine nicht-leere Teilmenge und f : D — R eine Funktion. Die Funktion f ist von
oben beschrankt, falls eine Konstante M > 0 existiert, sodass

f(x) < M fiir alle x € D.
Die Funktion f ist von unten beschrankt, falls eine Konstante M > 0 existiert, sodass
f(z) < —M fir alle x € D.

Die Funktion f ist beschrédnkt, wenn sie von oben und unten beschrénkt ist.

Beispiel 5.1.10
Die Exponentialfunktion ist von unten durch 0 beschrénkt. Nach oben hingegen ist sie unbeschrankt.
Die Sinus Funktion ist von oben und unten durch 41 beschrankt.
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Satz 5.1.11 (STENG MONOTONE FUNKTIONEN SIND INJEKTIV)
Sei f eine steng monotone Funktion. Dann ist f injektiv.

5.1.3 Symmetrien - gerade und ungerade Funktionen

Definition 5.1.12 (GERADE UND UNGERADE FUNKTIONEN)
Sei f: R — R eine Funktion. Wir nennen f

» gerade, wenn Vz f(—z) = f(x). Dann ist f spiegelsymmetrisch zur y-Achse.

» ungerade, wenn Vz f(—x) = —f(x). Dann ist f Punktsymmetrisch zum Ursprung,.

Beispiel 5.1.13 (GERADE/UNGERADE FUNKTIONEN)
Das Polynom z" ist gerade/ungerade abhingig davon, ob n gerade/ungerade ist. (Priifen Sie das nach!)

Beispiel 5.1.14 (GERADE/UNGERADE FUNKTIONEN)
Der Sinus ist eine ungerade Funktion und der Cosinus ist gerade.

5.2 Charakterisierungen der Stetigkeit

Definition 5.2.1 (STETIGKEIT AN EINER STELLE ()
Sei D C R eine Teilmenge und f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f an der Stelle
xo € D stetig ist, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass

Vz € D, |z — 20| <6 = |f(z) — f(z0)| < e.

Die Funktion f ist stetig auf D, wenn f an jeder Stelle in D stetig ist.

Bemerkung 5.2.2 (INTUITION FUR STETIGKEIT)

Man kann die Stetigkeit an der Stelle x auch mit Interval-
len interpretieren. Es heisst, dass fiir jede beliebige kleine e-
Umgebung von f(x), existiert eine J-Umgebung, deren Bild
unter f in der e-Umgebung enthalten ist. Also explizit gilt
Ve > 03 > 0, sodass

fle=6,2+0) € (flx) —¢ f(z) +e)

Es ist sehr mithsam mit dem e-§-Kriterium Stetigkeitsbeweise durchzufithren. Daher ist es hilfreich ein
dquivalentes Kriterium zu nutzen, und zwar die sogenannte Folgenstetigkeit.

Satz 5.2.3 (STETIGKEIT <= FOLGENSTETIGKEIT)

Sei D C R eine Menge, sei f : D — R eine Funktion und zg € D. Die Funktion f ist an der
Stelle xg genau dann stetig wenn, fiir alle Folgen (x,,), C D, die gegen xy konvergieren, f((xy)n)
gegen f(xzg) konvergiert. Es gilt also:

lim f(z,) = f(zo) = f ( lim :cn> .

n—o0 n—oo

Bemerkung 5.2.4 (INTUITION HINTER FOLGENSTETIGKEIT)

Die Folgenstetigkeit ist damit ein dquivalentes Kriterium fiir Stetigkeit. Intuitiv betrachtet besagt die
Folgenstetigkeit, dass wenn wir uns geniigend nahe einer Stelle zg ndhern, so ndhert sich auch der
Funktionswert immer weiter f(zo) an. Diese Aussage ist keinesfalls trivial und ist fiir nicht stetige
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Funktionen nicht erfiillt! Man betrachte dafiir zum Beispiel eine beliebige Treppenfunktion resp. eine
Funktion mit einer Sprungstelle.

Bemerkung 5.2.5 (ARTEN VON UNSTETIGKEITSSTELLEN)
Es gibt die folgenden Arten von Unstetigkeitsstellen:

» HEBBARE UNSTETIGKEITSSTELLE
Hier existieren beide Grenzwerte und sind identisch, aber ungleich dem Funktionswert.

» SPRUNGSTELLE
Hier existieren beide Grenzwerte, sie sind aber nicht identisch.

» POLSTELLEN UND UNENDLICHE OSZILLATIONEN
Alle anderen Félle, also wo mindestens einer der beiden Grenzwerte nicht existiert — also unendlich
ist (Polstelle) oder unendlich oszilliert.

5.3 Konsequenzen der Stetigkeit

Satz 5.3.1 (ZWISCHENWERTSATZ)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b). Dann gilt fiir jede reelle Zahl ¢ mit
f(a) < c < f(b), dass ein T € [a, b] existiert, sodass f(Z) = c.

Bemerkung 5.3.2 (INTUITION ZUM ZWISCHENWERTSATZ)

Dieses Resultat ist in gewissem Sinne das Herzstiick der Stetigkeit. Es besagt, dass wenn eine stetige
Funktion einen Funktionswert f(a) und einen Funktionswert f(b) annimmt, so muss sie alle Funk-
tionswerte dazwischen irgenwann angenommen haben. Sie kann also nicht einfach von f(a) zu f(b)
,springen”. Das verhindert genau die Stetigkeit.

Beispiel 5.3.3 (NULLSTELLENBEWEIS MIT DEM ZWISCHENWERTSATZ)
Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = €” 4+ sinz im Intervall [—7/2, /2] eine Nullstelle hat.
Hinweis: Nutzen Sie den Zwischenwertsatz.

Losung: Wir kdnnen beobachten, dass
f(=m/2)=eT?-1<0 f(m/2) =e"?+1>0.

Nach dem Zwischenwertsatz muss also ein & € [—7/2, 7/2] existieren, fiir das f(Z) = 0 angenommen
wird. Das ist genau eine Nullstelle von f.

Beispiel 5.3.4 (EXISTENZ EINER LOSUNG MIT DEM ZWISCHENWERTSATZ)
Begriinden Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Gleichung 22 = ¢* im Intervall [—1,0]
eine Losung hat.

Lésung: Wir definieren die Funktion f(z) = e —2? und suchen im gegebenen Intervall eine Nullstelle.
Wir beobachten, dass die Funktion f stetig ist, da e” und z? beide stetig sind. Es gilt f(—1) = 1/e—1 <
0 und f(0) =1—0 > 0. Damit hat f nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [—1, 0] eine Nullstelle
und die Gleichung damit eine Losung.

Satz 5.3.5 (SATZ VON DER UMKEHRABBILDUNG )

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige, strikt monotone Funktion. Dann ist f(I) C R
wieder ein Intervall und die Funktion f : I — f(I) hat eine stetige, streng montone Umkehr-
funktion f=!: f(I) — I.
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Bemerkung 5.3.6

Es ist wichtig zu erkennen, dass eine stetige, streng monotone Funktion auf einem Intervall immer
injektiv ist. Die Einschrénkung auf f(I) im Bild, verleiht uns daher eine bijektive Funktion, fiir die
eine Umkehrfunktion immer existiert. Das ist die Essenz vom Satz der Umkehrabbildung.

Zur Erinnerung, eine Menge im R ist kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Kom-
pakte Intervalle sind daher genau die abgeschlossenen Intervalle [a, b] mit a < b.

Definition 5.3.7 (MAXIMA UND MINIMA VON FUNKTIONEN)

Sei D C R und f: D — R sei eine reellwertige Funktion auf D. Wir sagen, dass die Funktion
f ihren Maximalwert an einem Punkt zy € D annimmt, wenn f(z) < f(xz¢) fiir alle z € D gilt.
Wir nennen f(zy) das Maximum von f. Analog dazu nimmt f seinen Minimalwert an zg € D,
wenn f(x) > f(xg) fir alle x € D gilt. In diesem Fall nennen wir f(xg) das Minimum von f.
Maxima und Minima werden zusammenfassend als Extremwerte oder Extrema bezeichnet.

Satz 5.3.8 (SATZ VON WEIERSTRASS)
Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f sowohl
ein Maximum, als auch ein Minimum an.

Bemerkung 5.3.9 (ANWENDUNG)
Dieser Satz ist zentral fiir Extremwertaufgaben auf kompakten Intervallen und auch spéter bei der
Kurvendiskussion.
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Kapitel 6

Differentialrechnung

In diesem Kapitel widmen wir uns der Differenzierbarkeit von Funktionen und den daraus resultieren-
den Eigenschaften und Konsequenzen. Zum Schluss fithren wir konvexe Funktionen ein.

6.1 Differenzierbarkeit und die Ableitungsfunktion

Im Folgenden sei D C R eine nicht-leere Teilmenge ohne isolierte Punkte, also ist explizit jedes x € D
ein Haufungspunkt von D\ {z}. Ein Haufungspunkt einer Menge ist anschaulich gesprochen ein Punkt,
bei dem immer noch andere Punkte der Menge in beliebiger Néhe zu finden sind. Ein Punkt x € D
heisst Haufungspunkt von D, wenn in jeder Umgebung von x mindestens ein Punkt von D liegt, der
von x verschieden ist.

Definition 6.1.1 (ABLEITUNG)
Sei f: D — R eine Funktion und zg € D. Die Funktion f ist differenzierbar an der Stelle x,
falls der Grenzwert

f@) = f(@o) _ . flzo+h) — flzo)

r—x0 T — X0 h—0 h
existiert. Der Wert f’(z¢) ist die Ableitung der Funktion f an der Stelle zg. Falls f an jeder
Stelle x € D differenzierbar ist, so ist f differenzierbar auf D und die Funktion f': D — R
die Ableitung von f.

Es gibt viele verschiedene Interpretationen der Ableitung einer Funktion. Hier sind einige der wichtigs-
ten:

e Die Ableitung an einer Stelle xg ist der Wert der Steigung einer an diesem Punkt angelegten
Tangente an den Graphen von f.

e Die Ableitungsfunktion ist die beste lokale lineare approximation der Funktion f.

f(z) = f(xo) + f'(z0)(x — m0) + o(|z — x0]), Wwenn x — xg

Beispiel 6.1.2 (DIFFERENZIERBARKEIT)
Zeigen Sie mithilfe der Definition der Ableitung, dass die Funktion f(x) = 2% an der Stelle zg
differenzierbar ist mit der Ableitung f’(z¢) = 2z¢.

Losung: Wir nutzen die Definition der Ableitung und berechnen so f/(z). Es folgt

— 2 _ 42 —
Flag) = lim L@ @) o mm o Eoe)@he) o
T—rT0 €T — 1‘0 r—xr0 T — 1'0 T—T0 €T — ,’L‘O T—xT0

37



KAPITEL 6. DIFFERENTIALRECHNUNG

6.1.1 Ableitungsregeln

Summen- und Produktregel

Satz 6.1.3 (SUMMEN- UND PRODUKTREGEL)
Sei D C R und seien f,g : D — R an der Stelle xg differenzierbar. Dann sind f + g und f - g
differenzierbar an der Stelle zg und es gilt:

(f +9) (w0) = f'(x0) + ¢ (x0),
(f - 9) (w0) = f'(x0)g(z0) + f(w0)g' (o).

Insbesondere ist jedes Vielfache von f differenzierbar an der Stelle zg und (af)'(zo) = af’(xo)
fiir alle a € R.

Kettenregel

Satz 6.1.4 (KETTENREGEL)

Seien D, F C R Teilmengen und f : D — E an der Stelle zy differenzierbar und g : £ — R
differenzierbar an der Stelle yp = f(xg). Dann ist go f : D — R differenzierbar an der Stelle z
und es gilt

(g0 ) (z0) = g'(f(z0)) - f'(w0)

Quotientenregel

Satz 6.1.5 (QUOTIENTENREGEL)
Sei D C R eine Teilmenge und seien f,g : D — R an der Stelle x( differenzierbar. Wenn
g(xo) # 0, dann ist f/g an der Stelle z differenzierbar und es gilt

A\ f(=o)g(xo) — fzo)d (o)
(5) = |

92(z0)

Beispiel 6.1.6
Leiten Sie folgende Funktionen ab.

(1) e* (1 — sin2(x)> (2) sin (ex2) (3) c il (4) x cos(3%)
Losung.

(1) Wir arbeiten von Aussen nach Innen und ,l6sen zuerst das Produkt auf”. Es folgt nach der
Produktregel

!/
<e”3(1 — sinQ(a:))> = (%) (1 —sin® z) + €*(1 — sin? z)".
Jetzt wissen wir, dass (%)’ = e* und miissen daher nur die Ableitung von (1 —sin? x) berechnen.

Das folgt mittels der Kettenregel mit innerer Funktion sin 2 und #usserer Funktion (-)2 (oder der
Produktregel, denn wir kénnen auch sin? z = sin x - sin 2 betrachten)

(sin® (x))/ = 2sin(z) cos(x).

Damit erhalten wir insgesamt nach Ausklammern von e*:

e® (1 — 2cos(z) sin(z) — sin(z) ).
( )
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(2) Wir betrachten zuerst die Aussere Funktion sin(-) und dann die innere Funktion ¢*”. Nach der

Kettenregel gilt , , ,
(sin(e” )), =cos (¢”) - (&" )/.

Nun ist (ex2)/ wiederum nach der Kettenregel e’ . (x2) = e* . 2z. Zusammen ergibt sich somit
(sin(e“’z))/ =2z ¢" cos (eIQ).

(3) Hier bietet sich die Quotientenregel an. Setze u = e* + 1 und v = ¢* — 1. Dann ist ' = e und
v/ = e und die Quotientenregel liefert

v2 (er —1)2

e +1\  wv—ur  e"(e” —1)— (e +1)e”
e —1

Im Zghler kiirzen sich die e?*-Terme, es bleibt

62:5 —eT 62:5 Y ) P

G GV

(em + 1>/ 2"
er —1 (ev — 1)2'
(4) Wir ,lésen zuerst das Produkt auf” und wenden die Produktregel an. Sei f(x) = = und g(z) =
cos(3%). Dann ist f'(z) =1 und
g'(z) = (cos(3%))" = —sin(37) - (3%)".

Die Ableitung von 3* finden wir durch den Trick, dass

Damit folgt

97 _ Jn(3%) _ ,win(3)
Damit ist die Ableitung einfach (3%)" = 3% In 3. Somit
g (x) = —sin(3%) 3% In 3.
Die Produktregel gibt dann
(z cos(3m))/ =1-cos(3%) +z- (—sin(3") 3" In3).

Also
(z cos(3”))’ = cos(3”) — 3" In 3 sin(3%).

Ableitung des Inversen

Satz 6.1.7 (ABLEITUNG DES INVERSEN)

Seien D, E C R und sei f : D — E eine stetige, bijektive Funktion, dessen Inverses f~' : E — D
auch stetig ist und sei f an der Stelle Z differenzierbar mit f’(Z) # 0. Dann ist f~! differenzierbar
an der Stelle y := f(Z) und es gilt

Bemerkung 6.1.8
Es ist wichtig zu merken, dass f’ und (f~!)’ an verschiedenen Stellen ausgewertet werden, resp. § =

f(@).
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6.2 Wichtige Satze der Differentialrechnung
6.2.1 Lokale Extremstellen

Definition 6.2.1 (LOKALE EXTREMA)
Es sei D C R und zg € D. Wir sagen, dass eine Funktion f : D — R ein lokales Maximum
hat bei xg, wenn es § > 0 gibt, so dass f(x) < f(z¢) fur alle z € D N (xg — 0,29 + 9).

Ein lokales Minimum und ein lokaler Minimalwert von f sind analog definiert. Ausserdem
nennen wir zg ein lokales Extremum von f und f(z() einen lokalen Extremwert von f, wenn
f ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum bei zg hat.

Satz 6.2.2 (ABLEITUNG UND EXTREMA)
Essei D C Rund f: D — R. Nehmen wir an, f habe ein lokales Extremum bei zg € D und f
sei differenzierbar bei xy. Dann gilt f'(z) = 0.

Damit wissen wir, dass fiir eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I fiir ein lokales Extremum
xg € I eines der folgenden gilt:

1. zg € I ist ein Randpunkt von I (wenn das Intervall nicht offen ist),
2. f ist nicht differenzierbar bei z( (spielt in der Anwendung meist keine Rolle) oder

3. f ist differenzierbar bei zp und f’(z) = 0.

Genauer gilt, dass alle lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion auf einem offenen Intervall
Nullstellen der Ableitung sind. Ist das Intervall nicht offen, so miissen die Randpunkte einzeln betrach-
tet werden!

6.2.2 Mittelwertsatz

Satz 6.2.3 (MITTELWERTSATZ)
Sei @ < b und f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf dem offenen Intervall (a,b). Dann
existiert ein & € (a, b), sodass:

Bemerkung 6.2.4

Der Mittelwertsatz besagt intuitiv, dass fiir jede Sekante durch unsere Funktion — also eine mittlere
Anderungsrate — eine Stelle ¢ existiert, an der die Tangente an dieser Stelle parallel zur Sekante ist.
Das ist ein recht intuitives Resultat, da es besagt, dass die Anderungsrate sich kontinuierlich &ndern
muss und nicht einfach springen kann.

Bemerkung 6.2.5 (MITTELWERTABSCHATZUNG)
Wir finden durch den Mittelwertsatz eine Abschétzung fiir die Differenz zweier Funktionswerte, wenn
die Ableitung f’ auf dem Definitionsbereich beschrankt ist.

@) = @) = SO —a) |< max (1£E)]) b al

Die Beschrinktheit der Ableitung bendtigen wir nur dafiir, dass das Maximum nicht vielleicht unend-
lich ist. Dann liefert unsere Ungleichung kein sinnvolles Ergebnis. Es ist noch zu bemerken, dass die
Beschranktheit der Ableitung auf jeden Fall erfiillt ist, wenn unsere Funktion stetig differenzierbar
ist, da f’ stetig auf einer kompakten Menge Beschranktheit impliziert nach dem Satz von Weierstrass

G.38).

40



KAPITEL 6. DIFFERENTIALRECHNUNG

6.3 Regel von Bernoulli-de L’Hospital

Satz 6.3.1 (BERNOULLI-DE L’HOSPITAL)
Sei I C R ein offenes Intervall und a € T U {£o0}. Es seien f,¢: I\ {a} — R differenzierbar mit
g'(z) #0 fiir alle x € T\ {a}. Gelte eine der folgenden Voraussetzungen:

lim f(z) = lim g(z) =0 lim |f()] = lim [g(z)| = +oo.

z—a T—a
Existiert der Grenzwert ()
ilg}l 7 () =L (LeRU{£oo}),
so gilt:
i 28—

Beispiel 6.3.2 (BERNOULLI-DE L’HOSPITAL)
Berechnen Sie den folgenden Grenzwert

sinx

lim
z—0 X

Losung: Wir sehen, dass wir den Fall % haben. Damit kénnen wir Bernoulli-de L’Hospital anwenden
und erhalten

. sinxzx . cos(x
lim = lim (z)
z—0 X x—0 1

Beispiel 6.3.3 (BERNOULLI-DE L’HOSPITAL)
Berechnen Sie den folgenden Grenzwert fiir alle a € R:
1

lim (e** + z)
z—0

Losung: Weil exp() eine stetige Funktionen ist schreiben wir

8|~

1
lim (e + z)= = exp (hm —log (e** + a:)) .
z—0 z—0 T

Nun berechnen wir den inneren Grenzwert mithilfe der Regel von Bernoulli-de I.’Hospital, wenn « # 0

1 ax axr 1
i o8 (€ ) g ee™ L
xz—0 x z—0 e 4+ g

Damit folgt fiir den Grenzwert

Wenn « = 0 so ist der Ausdruck
lim (1 + x)% = exp (hm —
x—0

Es folgt wieder mit Bernoulli-de L’Hospital

exp | lim M =exp | lim =e
z—0 €T z—=01+2x

Dieser Fall ist damit kohérent mit der vorherigen Formel fiir o # 0. Das allgemeine Ergebnis ist daher

lim (e** + CC)% = e fiir alle o € R.
z—0
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Beispiel 6.3.4 (BERNOULLI-DE L’HOSPITAL)
Berechnen Sie den Grenzwert mithilfe von Bernoulli-de L’Hospital.

x + cos(z) sin(3x)
2—0 sin®(z) + 3sin(z) —

Losung: Wir nutzen die Regel von Bernoulli-de L’Hospital und finden

x + cos(z) sin(3x) i 1 —sin(x) sin(3x) + 3cos(x) cos(3x) 1+3
— lim _ _

= = =2.
250 sin®(z) + 3sin(x) —x  +—0  3cos(x)sin?(x) + 3cos(z) — 1 3—-1

6.4 Kurvendiskussion

Im Folgenden werden die zentralen Schritte einer Kurvendiskussion fiir eine reellwertige, differenzier-
bare Funktion f: D C R — R kurz zusammengefasst.

6.4.1 Monotonieverhalten

Das Monotonieverhalten einer Funktion wird durch das Vorzeichen der ersten Ableitung f/(z) be-

stimmt:
f'(z) >0 = f ist streng monoton steigend,

f'(z) <0 = f ist streng monoton fallend.

6.4.2 Kiritische Punkte
Kritische Punkte sind diejenigen Punkte z € D, fiir die gilt:

7@ =0.

Sie sind Kandidaten fiir lokale Extremstellen und damit auch globale Maxima/Minima.

6.4.3 Lokale Extremstellen

Ein kritischer Punkt Z ist eine lokale Extremstelle, wenn das Vorzeichen von f'(Z) in seiner Umgebung
wechselt. Welcher Vorzeichenwechsel unterscheidet Maximum und Minimum: + — — Maximum, — —
+ Minimum. Alternativ kann die zweite Ableitung verwendet werden:

f"(z) >0 = lokales Minimum,

1"(z) <0 = lokales Maximum.

6.4.4 Globale Extrema

Globale Extrema werden bestimmt, indem man die Werte von f an allen lokalen Extremstellen
sowie an den Randpunkten des Definitionsbereichs D vergleicht:

f(#min) = min f(x), f(max) = max f(x).

zeD zeD

6.4.5 Kriimmungsverhalten

Das Kriimmungsverhalten hingt vom Vorzeichen der zweiten Ableitung f”(x) ab:

f"(x) >0 = Graph von f ist linksgekrimmt (konvex),
f"(z) <0 = Graph von f ist rechtsgekriimmt (konkav).
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6.4.6 Wendestellen

Wendestellen sind Punkte £ € D, an denen der Graph von f das Kriimmungsverhalten dndert. Damit
sind es notwendigerweise Nullstellen der zweiten Ableitung:

f"(z)=0 und f"(z)#0.
Welcher Vorzeichenwechsel vorliegt (resp. ob f” positiv oder negativ ist) bestimmt was fiir ein Wen-
depunkt es ist.

6.5 Optimierung

Beispiel 6.5.1

Eine Firma verkauft Mais in Dosen. Fiir maximale Wirtschaftlichkeit soll bei gegebenem Volumen
V die optimale Dose (Zylinder mit Radius 7 und Hohe h) gefunden werden, sodass moglichst wenig
Verpackungsmaterial gebraucht wird, also insbesondere jene Dose mit minimalem Oberflachenin-
halt A gefunden werden. Wie sieht diese Dose aus?

Losung: Wir wissen, dass fiir ein konstantes Volumen V' die folgende Beziehung zwischen Radius und
Hohe gilt

V = nr?h.
Diese Beziehung nennt man Nebenbedingung. Es ist essentiell zu beachten, dass V' eine Konstante ist

und r und h Variablen. Wir haben aber so die Méglichkeit eine Funktion r(h) = 1/ % oder h(r) = %
zu bilden. Wir suchen nun das globale (!) Minumum des Fliacheninhalts A bei einem fixen gegebenen

V. Der Flacheninhalt hangt mit dem Radius und der Hohe zusammen via

A(r,h) = 2772 + 27rh.

Gleichzeitig wissen wir aber auch, wie sich die Hohe mit dem Radius transformiert h(r) oder der Radius
mit der Hohe r(h). Eine der beiden Beziehungen kénnen wir einsetzen. Wir entscheiden uns, dass wir
A(r) suchen, also die Bezichung h(r) einsetzen. Wir erhalten dann den Oberflicheninhalt als Funktion
vom Radius:

2V
A =2xr% + 21rh = 270 + —.
r

Wir haben so den ,Freiheitsgrad” h eliminiert, indem wir die Beziehung h(r) eingesetzt haben und
so die Hohe in Abhédngigkeit vom Radius ausgedriickt haben. Das konnten wir machen, da wir das
Volumen V kennen!

Diese Funktion A(r) wollen wir jetzt minimieren auf [0, 00). Die Randpunkte 0 und ,,00” miissen wir
nicht betrachten, da in beiden Féllen keine physikalisch realisierbare ,,Dose” entsteht. Also suchen wir
das lokale Minimum auf (0, 00). Dafiir muss notwendigerweise die Ableitung A’(r) verschwinden. Es

gilt also

2V
Alr)y=0 < 47r'r—r—2:0.

Diese Gleichung hat die Losung
V = 2nr3.

Indem wir die Formel fiir das Volumen einsetzen, erhalten wir die Beziehung zwischen Radius und
Hohe als

7r’h = 21 <—

A" (7“3 = 2V> > 0.
™
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Damit haben wir notwendige (Verschwinden der Ableitung) und hinreichende Bedingung (negative
zweite Ableitung) fiir ein Minimum erfiillt und die gesuchte Dose gefunden!

6.6 Taylorapproximation und die Taylorreihe

Die Idee der Taylorreihe ist simpel. Wir wissen, dass die Ableitung eine lokale Linearisierung unserer
Funktion ist. Wir néhern sie lokal durch eine Gerade mit demselben Anstieg an. Wir méchten aber in
unsere lokale Approximation weitere Informationen iiber die Funktion einbeziehen und diese dadurch
verbessern.

Wir konstruieren dafiir ein Polynom vom Grad n, was an einer Stelle xg dieselben Ableitungen wie
unsere Funktion f hat. Ein solches Polynom hat immer die Form

() (g
Pa(z) =3 fn(!O)(fU —0)" = f(@0) + f'(z0)(z — x0) + !
k=0

Fiir n = 1 entspricht das damit genau der lokalen linearen Approximation durch die Ableitung. Man
kann nachrechnen, dass die Ableitungen von P, und von f an der Stelle z( identisch sind. (Hinweis:
Das n! im Nenner kommt aus der Potenzregel beim Ableiten des Polynoms.)

Dieses Polynom vom Grad n hat nun die Informationen von den ersten n-Ableitungen der Funktion
f bei g ,,gespeichert”. In den Ableitungen stecken Informationen iiber die Steigung, Krimmung, usw.
der Funktion f. Es ist also im gewissen Art eine Approximation von f um xg, da noch alle weiteren
Informationen iiber die héheren Ableitungen grosser als n fehlen. Wir nennen ein solches Polynom die
Taylorapproximation n-ter Ordnung. Der Satz von Taylor besagt nun, dass wenn wir den Grad des
Polynoms gegen unendlich gehen lassen n — oo und aus dem Taylorpolynom damit eine Taylorreihe
(spezieller Name dieser Potenzreihe) machen, konvergiert (unter bestimmten Vorraussetzungen) diese
Potenzreihe gegen die Funktion f. Funktionen, fiir welche die Taylorreihe gegen f konvergiert, nennt
man analytisch. Analytische Funktionen sind zum Beispiel sin x, cosz, e”, ...

In der Abbildung sehen wir die tatsdchliche Exponentialfunktion e® (schwarz) und drei Taylorappro-
ximationen: Die Taylorapproximation 1. Ordnung (griin), 2. Ordnung (blau) und 4. Ordnung (rot). Je
hoher der Grad des Polynoms, desto besser die Approximation. Das folgt aus dem Satz von Taylor und
aus dem Fakt, dass e® analytisch ist. Es sei nur am Rande bemerkt, dass es Funktionen gibt, deren
Taylorreihe nicht gegen die Funktion konvergiert. Fiir mehr Informationen siehe
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Satz 6.6.1 (TAYLORENTWICKLUNG MIT KLEIN-0 RESTTERM)
Sein > 1, f:[a,b] = R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und sei z¢ € [a, b]. Dann ist
fur alle = € [a, ]

f(z) = Py(z) + o(Jlx — z0|™) wenn r — .

Das heisst, der Fehler, den unsere Approximation P, (z) macht, geht schneller als ein Polynom
n-ten Grades gegen Null, wenn x — xq:

i @) = Pa@)

z—=zo  |x — 0|

=0.

Beispiel 6.6.2
Finden Sie die Taylorapproximation dritter Ordnung von sin(z) bei z¢g = 0.

Losung: Dafiir berechnen wir den Funktionswert und die ersten drei Ableitungen von sin z bei 0.
sin(0) =0 sin’(0)=1 sin”(0)=0 sin”(0)=—1.

Wir stellen damit das Taylorpolynom auf als:

1, 0 2 —1 3 x?
: :

=0

Bemerkung 6.6.3 (KLEINWINKELAPPROXIMATION)
Eine schéne Bemerkung ist, dass die Kleinwinkelnédherung in der Physik

sinf ~ 0
entspricht genau dem Taylorpolynom ersten (resp. zweiten, da der zweite Term verschwindet) Grades.

Beispiel 6.6.4 (TAYLORENTWICKLUNG VON log(1 — z))
Wir suchen die Taylorentwicklung von log(1l — x) ohne dabei alle Ableitungen zu berechnen. Dafiir
nutzen wir, dass die Taylorentwicklung eindeutig ist. Wir wissen, dass

1 o
1—=2 :an'
n=0

Integrieren wir nun beide Seiten (die Potenzreihe dabei definitionsgeméss Termweise), so erhalten wir

[es)
:L.n—&-l

oo
~log(1 ) = —
7;)71—1-1 nzl

Es gilt also fiir die Taylorentwicklung von log(1 — x)

n=1

Beispiel 6.6.5 (GRENZWERTE MIT DER TAYLORENTWICKLUNG )

Wir kénnen Grenzwerte gegen eine Stelle oft einfach ausrechnen, indem wir die Taylorentwicklung (hier
ist wichtig, dass die Entwicklungsstelle der Grenzwertstelle entspricht) einsetzen. So zum Beispiel mit
diesem Grenzwert:

m ——— = 11l — 55— = 111l

sint — ) —%x3+0(x5) ) —%+0(w2)_;%_ 1
z—0 z(1 — cos x) maox(%+0(m4)) a=0 Lyo?) L 3

Was wir hier machen ist im Grunde eine Verallgemeinerung von der Regel von Bernoulli-de L’Hospital.

45
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Beispiel 6.6.6 (,MEAN GIRLS” — LIMIT MITTELS TAYLOR)
Wir untersuchen das Grenzverhalten des folgenden Terms:

lim log(l — x) — sin(:c)'
70 1 — cos?(x)

Lo6sung: Mithilfe der Taylorentwicklungen von log(1 — ), sin(z) und cos(z) kénnen wir nun nahe der
Polstelle das Verhalten des Terms untersuchen:

log(1 — z) — sin(z) - (w +E A+ O(wg)) - (x +%+ o(a:?’))

lim = lim
_ 2 2
z—0 1 — cos?(x) z—0 1_ (1 B %2 n 0(1:3))
. —293—%—’”—5%—0@3) . —2—%—%2+0(x3) ) -2 1
lim = lim ~lim | — — =
2—0 z2 + o(x3) 2—0 z + o(x3) a—0\ x 2
Damit verhéalt sich der Term nahe Null wie _72 — % Daran sieht man, dass der links und rechtsseitige

Grenzwert verschieden sind und der Grenzwert damit nicht existiert.
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Kapitel 7

Das Riemann-Integral und die
Differential- und Integralrechnung

In diesem Kapitel definieren wir das Riemann-Integral und Stammfunktionen. Wir lernen ausserdem
Integrationsmethoden kennen. Es verbindet die Differential- und die Integralrechnung mittels des Fun-
damentalsatzes der Analysis.

7.1 Das Riemann-Integral

Fiir eine Definition des Riemann-Integrals siche

7.2 Hauptsatz der Analysis

Definition 7.2.1 (STAMMFUNKTION)
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Jede differenzierbare Funktion F': I — R
mit der Eigenschaft, dass F’ = f heisst Stammfunktion von f.

Bemerkung 7.2.2 (STAMMFUNKTIONEN UND INTEGRIERBARKEIT)

Eine Stammfunktion ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Eine Funktion kann also mehrere Stamm-
funktionen haben. Es existieren auch Funktionen, die keine Stammfunktion haben. Es existieren auch
Funktionen, die Riemann-integrierbar sind, aber keine Stammfunktionen haben. Ein Beispiel ist die
Funktion f(z) = sgn(x) — sie besitzt keine Stammfunktion, aber ist auf jedem beschrénkten Intervall
Riemann-integrierbar.

Satz 7.2.3 (HAUPTSATZ DER ANALYSIS)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist fiir jede Konstante C' € R die Funktion
F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Ausserdem hat jede Stammfunktion folgende Form
mit einer Konstanten C' € R:

F(z) = /xf(t)dtJrC

Bemerkung 7.2.4
Durch den Hauptsatz konnen wir nun Funktionen deutlich einfacher Riemann-integrieren. Es folgt
namlich fiir bestimmte Integrale direkt aus dem Fundamentalsatz

b
/ f(z) dx = F(b) — F(a).

Man bemerke, dass dieses Resultat unabhéngig von der gewdhlten Stammfunktion ist.
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7.3 Integrationsmethoden

7.3.1 Partielle Integration

Satz 7.3.1 (PARTIELLE INTEGRATION)
Seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann ist

b b
[ 1@)5@) dz = f@g@) - [ £ @) do.

Beispiel 7.3.2
Finden Sie eine Stammfunktion von f(x) = xe® mithilfe von partieller Integration.

Losung: Wir nutzen partielle Integration und sehen, dass wir x leicht ableiten und e” leicht integrieren
konnen. Wichtig ist auch zu beachten, dass wir den Term ableiten wollen, der méglichst ,yverschwindet”
oder vereinfacht. Damit folgt

1 1
/:cem dr = 29526”6—/696 dr = §x2ex—6x+0

Beispiel 7.3.3
Finden Sie eine Stammfunktion von log 2 mithilfe von partieller Integration.
Hinweis: Integrieren Sie log(x) - 1 partiell.

Losung: Wir nutzen den Hinweis und integrieren log(z) = log(z) - 1 = log(x) - (z)’ partiell.

/log(x) Ndz = /log(:c)(w)' dz = 2 log(x) — /x - % de = 2 log(x) —  + C.

Beispiel 7.3.4
Finden Sie die Stammfunktion von sin?(z) mittels partieller Integration.

Losung:

I= /sin2(x)d:1; = — cos(z) sin(x) + /COSQ(JU)d:E = — cos(x) sin(z) + / 1 —sin®(x)dx

I = —cos(z)sin(z) +x—1

_r— cos(z) sin(x)
2

1

7.3.2 Integration durch Substitution
Satz 7.3.5 (INTEGRATION DURCH SUBSTITUTION)

Seien I,J C R Intervalle, f : I — J stetig differenzierbar und g : J — R stetig. Dann gilt fiir
alle [a,b] C I,
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Intuition zur Substitution: Wir haben ein Integral der Art

b
/gmmﬂmm

Nun substituieren wir f(z) mit y. Wenn wir iiber y integrieren wollen, miissen wir damit also von
f(a) nach f(b) integrieren. Wir schreiben die Ableitung f’ in Leibnitz-Notation. Dann erhalten
wir

Yof@) - fae=dy

Damit folgt die bekannte Formel

Beispiel 7.3.6
Wir moéchten das Integral

/ sin(2z) dx
0

fiir eine beliebige reelle Zahl a > 0 berechnen.

Losung: Durch die Substitution y = f(x) = 2z erhélt man dy = f'(x) dx = 2dx, also dx = %dy, und

damit:
a f(a) 1 2a 1 1 2a
/ sin(2z) dx = / sin(t)= dy = / sin(y)= dy = / sin(y) dy
0 £(0) 2 0 2 2 Jo

= 1 cos(OI3* = 5((~ cos(2a)) — (~cos(0))) = 3 (~cos(2a) + 1) = £ (1 — cos(2a)).

Beispiel 7.3.7
Wir mo6chten das Integral

2
/ x cos(2? + 1) du.
0

berechnen.

Lésung: Durch die Substitution y = f(x) = 22 + 1 erhilt man dy = 2z dx, also xdr = %dy, und

damit ) .

1 1
/ zcos(z? + 1) dr = B / cos(y) dy = i(sin(5) —sin(1)).
0 1

Es wird also 22 4+ 1 durch y ersetzt und x dx durch %dy. Die untere Grenze des Integrals x = 0 wird
dabei in f(0) = 0% 4+ 1 = 1 umgewandelt und die obere Grenze z = 2 in f(2) =22 +1=5.

7.4 Symmetrien beim bestimmten Integrieren

Bei der Berechnung bestimmter Integrale iiber symmetrischen Intervallen [—a, a] konnen Symmetrieei-
genschaften von Funktionen die Rechnung erheblich vereinfachen. Eine Funktion f heisst ungerade,
wenn fiir alle x aus ihrem Definitionsbereich gilt: f(xz) = f(—z) Fiir das bestimmte Integral einer
ungeraden Funktion iiber einem symmetrischen Intervall [—a, a] gilt:

’ f(z)dz = 0.

—a

Dies liegt daran, dass die Flacheninhalte links und rechts des Ursprungs sich genau aufheben.
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Beispiel 7.4.1
Berechnen Sie das Integral der Funktion f(x) = 2% auf dem Intervall [—2, 2].

Losung: Die Funktion ist ungerade und das Intervall symmetrisch um 0. Damit folgt direkt, dass das
Integral verschwindet. Es findet sich auch durch explizite Rechnung;:

2 1. 42 1
/_2x3d:13: 1 [x4]_221(24—24) =0.

Beispiel 7.4.2
Berechnen Sie das Integral der Funktion f(x) = sin(z) auf dem Intervall [—m, 7].

Losung: Die Funktion ist ungerade und das Intervall symmetrisch um 0. Damit folgt direkt, dass das
Integral verschwindet. Es findet sich auch durch explizite Rechnung;:

/Tr sin(x)dx = — [cos(z)]™ = — (cos(m) — cos(—m)) = 0.

—T
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Anhang A

Weitere Mathematische Details

A.1 Offene und abgeschlossene Teilmengen

Definition A.1.1 (OFFENE UND ABGESCHLOSSENE MENGE)

Eine Teilmenge U C R heisst offen in R, falls fiir jedes x € U ein offenes Interval I existiert,
sodass x € I und I C U.

Eine Menge F' C R heisst abgeschlossen, falls sein Komplement R \ F' offen ist.

Intuitiv gesprochen bedeutet Offenheit, dass ich fiir jeden Punkt in meiner Menge, immer noch weitere
Punkte in der Menge ganz nah finden kann. Es gibt also keine ,Randpunkte”.

Bemerkung A.1.2
,Nicht offen” bedeutet nicht direkt ,abgeschlossen” und andersrum. Es gibt Mengen, die sind weder
offen, noch abgeschlossen. Zum Beispiel halb-offene Intervalle [0, 1).

Bemerkung A.1.3 (UNBESCHRANKTE OFFENE/ABGESCHLOSSENE MENGEN)

Auch die Intervalle (—00,0) und (0,00) sind offen. Fiir jeden Punkt z gibt es ein kleines offenes
Intervall, das vollstindig in (—oo,0) resp. (0,00) enthalten ist. Ahnlich ist zum Beispiel die Menge
[0, 00) abgeschlossen.

Bemerkung A.1.4 (EIGENSCHAFTEN OFFENER UND ABGESCHLOSSENER MENGEN)
Es gelten die folgenden Eigenschaften fiir offene und abgeschlossene Mengen:

» Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
» FEndliche Schnitte offener Mengen sind offen.
» Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

» Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

A.2 Komplexe Zahlen

A.2.1 Eulersche Formel

,Herleitung” der Eulerschen Formel (siehe Taylorreihen ?7)
Es sei uns die Taylorreihe der Exponentialfunktion e* gegeben durch

ok 330 rto2? 23 ot x?2 3 2t

x
= _].
e Ok '+7+7+7'+ '+ +z+ + + o+

Setzen wir in diese Reihenentwicklung eine rein imaginére Zahl 7 - z mit z € R ein, so erhalten wir
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()2 (2 (i2)* (iz)° (i2)8 22 B A S S8
=1+iz+ 91 + 3l + m 5l + ol --'—1—1-22—2! zg—i—f—i-g 54—"-
1 22+Z4 2 Vs (2) + isin(2)
=(1- — =t ilz— =4+ =+ ] =cos(z) +isin(z
21 41 6! 3! 5! ’

wobei wir im letzten Schritt die Taylorreihenentwicklung vom Sinus und Cosinus eingesetzt haben.
Diese Umformungen sind mathematisch exakt durchfithrbar und sind hier zur Nachvollziehbarkeit
nur angedeutet.

Bemerkung A.2.1 (MATHEMATISCHE INTUITION HINTER DER EULERSCHEN FORMEL)
Warum ergibt es Sinn, das komplexe Potenzen in Sinus- und Cosinuswellen zerfallen? Denn Potenzen

erfiillen die Eigenschaft, dass
P tY) — pip | it

Genau diese Eigenschaft erfiillen auch (und auch ausschliesslich) die Sinus- und Cosinuswellen in der
Form, wie sie in der Eulerschen Formel vorkommen. Wir sehen mittels der Additionstheoreme fiir Sinus
und Cosinus, dass

P T) = cos(p + ) + isin(p + 1))

= (cos @ cost — sin psin) + i (sin p cos P + cos psin )
COS p oS Y + 1 cos wsin 1y — sin p sin Y + 4 sin p cos Y
= cos p(cos ) + isint) + i sin p(cos ) + isin 1))
= (cos ¢ + isiny)(cos ) + isin)
—: . oY,

Die Eigenschaft, dass die Exponentialfunktion Multiplikation und Addition verbindet, werden wir im
Kapitel iiber Differentialgleichungen ausfiihrlich benutzen. In den komplexen Zahlen sehen wir diese
Eigenschaft, indem ein Addieren eines Polarwinkels 1) im Argument einer Multiplikation der Zahl
mit e*¥ entspricht.

Bemerkung A.2.2 (TRIGONOMETRISCHE IDENTITATEN)

Aus der Eulerschen Formel und der Polardarstellung lassen sich auch alle trigonometrischen Identitéaten
herleiten. Hier soll einmal der trigonometrische Pythagoras angedeutet werden. Sei z # 0 eine komplexe
Zahl in Polarform. Es gilt 2 = |z|e* fiir einen Winkel ¢ € (—, 7]. Wir betrachten nun den Betrag von
z:

|2 = V2Z = /] z|(cos ¢ + i sin p)|z|(cos ¢ — isin @) = |z| \/cos? ¢ + sin?

Daraus kénnen wir also schliessen nach teilen durch |z|, dass sin? ¢ 4 cos? ¢ = 1.

A.3 Folgen

A.3.1 Beweis des Sandwich-Lemmas

Der Beweis des folgenden Lemmas ist sehr illustrativ einerseits fiir das Verstdndnis des Theorems an
sich, als auch fiir die Definition des Grenzwertes und typische Beweise mit dieser.

Satz A.3.1 (SANDWICH-LEMMA)

Seien (2,)5%, (Yn)o2 und (2,,)52, Folgen reeller Zahlen, sodass fiir ein N € N die Ungleichungen
Tn < yn < zp, flir alle n > N gelten. Es gelte, dass (J;n) ° o und (z,)0%, konvergent sind und
denselben Grenzwert besitzen. Dann ist auch die Folge (yn)ne, konvergent, und es gilt:

lim x, = lim y, = lim z,.
n—0o0 n—oo n—oo
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Beweis. Wir wahlen ein € > 0 beliebig. Weil (z,,) und (z,) gegen einen Grenzwert z konvergieren,
existieren per Definition zwei Indizes IV, und INV,, sodass

|z, —Z| <e ¥Yn> N, |zn —Z| <e ¥n>N,.

Gleichzeitig erfiillen die Folgen ab einem Index N die Ungleichung z, < y, < z, fir alle n > N.
Wiéhlen wir N = max{N, N, N.}, so gelten alle drei dieser Ungleichungen fiir alle n > N’'. Wir
wissen damit, dass

T—ec<z, <y <z <T+e VYn>N.

Damit folgt, dass |y, — Z| < € fiir alle n > N’. Damit konvergiert (y,) gegen Z.

A.4 Reihen

Bemerkung A.4.1 (POTENZREIHEN SIND STETIG UND INSBESONDERE GLATT)

Betrachten wir die Funktionenfolge f,(z) = Y")_, aipz®, so konvergiert diese Funktionenfolge innerhalb
des Konvergenzradius gleichmdssig gegen die Potenzreihe. Weil Polynome stetige Funktionen sind,
definieren Potenzreihen innnerhalb ihres Konvergenzradius stetige Funktionen (siehe . Genauer
sind Potenzreihen sogar glatt resp. unendlich oft differenzierbar, also in C*°

A.4.1 Partialbruchzerlegung

Haben wir einen Bruch von Polynomen, so wollen wir diesen in sogenannte Partialbriiche zerlegen. Das
sieht zum Beispiel wie folgt aus:
20+3 1 7 1
2—r—2 3\z-2 zx+1)°

Das allgemeine Vorgehen ist hier einmal an einem Beispiel erklart:

» Faktorisiere das Nennerpolynom in Linearfaktoren.

In unserem Beispiel suchen wir also die Linearfaktorzerlegung von z? — z — 2. Wir finden fiir die
Nullstellen 42 und —1. Es folgt die Linearfaktorzerlegung

2 —r—-2=(z-2)(z+1)
» Stelle den Partialbruchansatz auf.

Wir stellen nun den Partialbruchansatz auf. Dafiir schreiben wir:

2v+3 A B
2—r—2 -2 x+1

fiir konstante Koeffizienten A, B € R.

» Kreuzmultiplizieren

Wir wollen nun mit dem Nennerpolynom multiplizieren. Beachte, dass wir dafiir die Linearfak-
torzerlegung kennen!

2043 =

(x—=2)(z+1)+

(x=2)(z+1)=A(z+1)+ B(z —2)

T — 2 z+1
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» Koeffizientenvergleich

Wir wollen nun die Koeffizienten vor den einzelnen Potenzen von x vergleichen. Dafiir multipli-
zieren wir den Ausdruck auf der rechen Seite fertig aus und tiibertragen die linke Seite mit.

20 +3=Ar+A+Bx—2B=(A+B)x+ A—-2B.

Damit folgt per Koeffizientenvergleich, dass 2= A+ B und 3 = A — 2B.

» Losen des linearen Gleichungssystems

Nun miissen wir nur noch das lineare Gleichungssystem aus dem Koeffizientenvergleich 16sen.

2=A+B 1
* A= T und B =—-.
3=A-2B 3 3
Damit folgt fiir unsere Partialbruchzerlegung:
20 +3  7/3 +—1/3_} 7 1
2-—r—-2 x-2 x+1 3\z-2 z+1/)°

A.5 Differenzierbarkeit

Beispiel A.5.1 (DIFFERENTIALQUOTIENT)
Zeigen Sie mithilfe der Definition der Ableitung, dass die Funktion f : R — R definiert als

B a:%in(%) x#0
o {70

im Ursprung differenzierbar ist.

Beweis. Wir bilden den Differentialquotienten bei 0

f(z) = 1(0) P30 () g sin <1) — g @ g

lim = lim
x—0 x—0 x—0 x x—0 x r—Foo T

Damit ist die Ableitung f/(0) = 0 wohldefiniert und f im Ursprung damit differenzierbar. O

Beispiel A.5.2 (GEGENBEISPIEL DIFFERENTIALQUOTIENT)
Auf der anderen Seite konnen wir zeigen, dass die Funktion f : R +— R definiert durch

B xsin(%) x#0
O

im Ursprung zwar stetig, aber nicht differenzierbar ist.

Beweis. Um die Stetigkeit kurz zu zeigen, miissen wir den Grenzwert gegen Null berechnen.

lim z sin <1> = lim sin(z) =0.

z—0 X r—+oo T

Weil der rechts- und linksseitige Grenzwert mit dem Funktionswert iibereinstimmt ist f bei 0 stetig.

Nun berechnen wir den Differentialquotienten:
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z—0 x—0 x—0 €T z—0 €T r—+oo

[@) =10 . wsin(}) <1

lim —————= = lim ——** = lim sin ) = lim sin(z).
Dieser Grenzwert ist nicht wohldefiniert. Damit existiert die Ableitung im Ursprung nicht und damit
ist f dort nicht differenzierbar. O
A.6 Taylorreihen

A.6.1 Nicht-analytische Funktionen

Es gibt Funktionen, die glatt (d.h. unendlich oft differenzierbar), aber nicht analytisch sind. Das heisst
ihre Taylorreihe konvergiert nicht gegen die Funktion. Ein Beispiel ist die Funktion

w<x>={01 v=0

ez x>0.

Diese Funktion ist glatt, also unendlich oft differenzierbar, aber ihre Taylorreihe im Ursprung ist

identisch Null, da alle Ableitungen verschwinden! Ebenso ist aus demselben Grund e_u%2 bei 0 nicht
analytisch.

Es gibt auch noch viel pathologischere Beispiele von nicht-analytischen Funktionen. Es gibt sogar
Funktionen, die C'*° sind, aber an keiner Stelle in ihrem Definitionsbereich analytisch sind.

A.7 Definition des Riemann-Integrals

Definition A.7.1 (RIEMANN-ZERLEGUNG)
Eine Riemann-Zerlegung von [a, b] ist eine endliche Menge an Punkten

a=rg<x1<--<xp=">

mit n € N. Die Punkte zq, ..., z, sind die Stiitzstellen der Zerlegung.

Definition A.7.2 (TREPPENFUNKTION)

Eine Funktion f : [a,b] — R ist eine Treppenfunktion, falls eine Zerlegung a = z¢p < -+ <
x, = b von [a,b] existiert, sodass fir k = 1,2,...,n die Einschrankung von f auf das offene
Intervall (z_1,x) konstant ist.

Definition A.7.3 (RIEMANN-INTEGRAL EINER TREPPENFUNKTION)
Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich der Zerlegung a = zp < - -+ < x,, = b von |a, b].
Dann ist das Integral von f auf [a, b] definiert als die reelle Zahl

b n
/ f@)de = cplax — wr1),
@ fi=1l

wobei ¢, dem Funktionswert von f auf dem Intervall (z, z;_1) entspricht.

Das Integral von Treppenfunktionen héngt nicht von der Zerlegung des Intervalls ab. Ausserdem ist
es linear und monoton.
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Definition A.7.4 (OBER- UND UNTERSUMMEN)
Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann ist die Menge an Untersummen £(f) C R und Ober-
summen U(f) C R von f

z(f)z{/abfdx
Ll(f):{/abudx

Definition A.7.5 (DAS RIEMANN-INTEGRAL)
Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann-integrierbar, falls sup L(f) = infU(f).
In diesem Fall ist dieser gemeinsame Wert das Riemann-Integral von f und ist ausgedriickt durch

{ eine Treppenfunktion und ¢ < f}

u eine Treppenfunktion und u > f } .

b
/ f(z) dz = sup £(f) = suplU(f).

Bemerkung A.7.6
Auch das Riemann-Integral ist linear und monoton. Es gilt auch eine Dreiecksungleichung;:

/abf(m) dx

Diese Ungleichung ist fiir sehr viele Anwendungen und Abschétzungen sehr zentral.

< [y

A.8 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Bemerkung A.8.1 (MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG )

Es existiert auch ein Mittelwertsatz der Integralrechnung, der in den Serien eingefiihrt worden ist.
Demnach existiert fiir eine stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall [a,b] immer ein Wert
€ € [a,b], sodass

b
/ f(@)dz = F(E)(b—a).

Geometrisch interpretiert, existiert immer ein Wert Funktionswert f(&), sodass das entstehende Recht-
eck iiber [a, b] denselben Flécheninhalt hat, wie das Riemann-Integral unter der Funktion f iiber [a, b].

Beweis. Weil f stetig ist, nimmt f ein Maximum M = f(x)s) und ein Minimum m = f(x,,) auf [a, b]
an. Wir konnen also abschétzen

1
b—a

b b
m(b—a)g/ fx)de < M((b—a) < f(zm) < / f(z)dz < f(zar).

WEeil f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ zwischen x,, und xj; mit

b
16 =5 [ 1@,
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